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1.1 Petov dalekohlad

Peto zvazuje kiipu nového dalekohladu. Po dlhoc¢iznom vahani a zvazeni finan¢nych moznosti mu na vyber
zostali dva dalekohlady rovnakej konstrukcie. Jeden s priemerom objektivu 80 mm a ohniskom 480 mm, druhy
s priemerom 120 mm a ohniskom 720 mm. Kolko krat viac hviezd uvidi Peto vo va¢som z nich, ak v oboch
pouzije rovnaky okular?

Pozn.: Kazdy okuldr je dany svojou ohniskovou vzdialenostou a zornym polom, ktoré dokaze korektne vykres-
lit. Lacnejsie okulare maja zorné pole napriklad 52°. Ak okular v danom dalekohlade zvic¢suje 100 x, uvidime
nim ast oblohy s uhlovym priemerom 52°/100 = 0,52°.

1.2 Gravitacné viny

V tejto tlohe sa pozrieme na objav gravita¢nych vin zo zadiatku tohoto roka a pokusime sa jednoduchym
modelom zaloZenym v principe na rozmerovej analyze objasnit vysledky experimentu publikovaného v B.P.
Abbott et al., Observation of Gravitational Waves from a Binary Black Hole Merger, Physical Review Letters
116, 061102 (2016).

Predpokladajme, Ze pocas procesu spdjania dvoch ciernych dier hmotnosti M a m sa cierne diery pohybu-
ju v kazdom momente po kruhovej drahe s polomerom R a r okolo spolo¢ného hmotného stredu uhlovou
rychlostou w.

a) Najdite w ako funkciu M, m, r, R a G, kde G je gravitacna konstanta.
b) Najdite vztah pre celkovu energiu systému ako funkciu w.

Emisia gravita¢nych vin

Newtonova teéria graviticie nepredpokladd vznik gravitaénych vin, ktoré by so sebou odnésali energiu zo
systému. Na to, aby sme analyzovali proces spajania dvoch ciernych dier, musime ndjst vztah pre vykon pri-
slichajuci emisii gravitaénych vin v systéme. Gravitaéné Ziarenie je emitované, ked sa prislusne pohybujt
velmi tazké objekty, podobne ako elektromagnetické Ziarenie emitované pri zrychlovani nabitych castic. Pri
vhodnych podmienkach je pole gravita¢ného Ziarenia dané zmenou kvadrupdélového momentu rozdelenia
hmotnosti, ktoré, ako sa ukazuje v naSom pripade, sa redukuje na obyc¢ajny moment zotrvacnosti I, ktory
pozname z mechaniky. Vykon radia¢ného Ziarenia je imerny kvadrupélovému momentu, konkrétne

P~ P.

Podobny vztah nachadzame aj pri elektromagnetickych vinach, kde je hustota energie imerna $tvorcu intenzity
elektrického resp. indukcie magnetického pola. Oc¢akavame, Ze vykon bude taktiez zavisiet na frekvencii obehu
¢iernych dier w a fundamentalnych konstantach G a c, kde ¢ je rychlost svetla.

¢) Rozmerovou analyzou ndjdite prislusné hodnoty exponentov v nasledujiicom vztahu

P = alPwtG'cf.
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Bezrozmerna konstanta « sa nedd najst rozmerovou analyzou. VSeobecna tedria relativity dava predpoved

a = 32/5. D4 sa ukazat, Ze uhlova frekvencia emisie gravita¢nych vln savisi s obehovou uhlovou rychlostou
ako wyiny = 2w.

d) Vyuzitim predchéadzajiceho vysledku a vysledku z Casti b néjdite vyraz pre dw/dt.
Chirp

Pod slovickom chirp (https://en.wikipedia.org/wiki/Chirp) sa skryva jav, pri ktorom postupne rastie frekven-
cia pozorovaného signalu v case.

e) Na zaklade predchazajuceho vysledku najdite vztah medzi pociato¢nou frekvenciou f; a kone¢nou frek-

venciou f, ktoré pozorujeme v signali interferometra pozorujuceho spojenie dvoch ¢iernych dier s pri-
slusnymi hmotnostami m a M pocas doby t.
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Obrazok 1: Ddta z experimentu LIGO. Dolezity je pre nds posledny vstup, zavislost frekvencie pozo-
rovaného signdlu ako funkcia casu.

f) Vyraz (Mm)*®/(m + M)'/> = M nazveme hmotnost chirpu M. Odhadnite hodnotu M pri evente,
vdaka ktorému sa podarilo overit existenciu gravita¢nych vin, na zdklade grafu publikovaného v B.P.
Abbott et al., Observation of Gravitational Waves from a Binary Black Hole Merger, Physical Review
Letters 116, 061102 (2016), ktory ndjdete aj vyssie.

Spojenie ¢iernych dier

Schwarzschildov polomer je taka vzdialenost od objektu, pri ktorej je inikova rychlost rovna rychlosti svetla.
Predpokladajme, Ze ¢ierne diery sa spoja v momente, ked sa stretnu ich horizonty udalosti (polomer horizontu
udalosti je pre ¢ierne diery rovny prislusnému Schwarzschildovmu polomeru).

g) Vyuzitim predchadzajucich vysledkov a dat, ktoré mozeme vycitat z prilozeného grafu, odhadnite hmot-
nosti ¢iernych dier m a M.

h) Vyuzitim predchadzajucich vysledkov a dat, odhadnite aj celkovt energiu E, ktord bola vyziarena pocas
spajania ¢iernych dier vo forme gravita¢nych vin.
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i) Vysledky, ktoré ste dostali vo vSetkych ulohach, porovnajte so skuto¢nymi vysledkami uréenymi expe-
rimentom LIGO.

1.3 Fotonicky krystal je spit!

Najjednoduchsi fotonicky krystal si mozete predstavit ako obrovské mnozstvo dotykajucich sa tenkych plat-
ni¢iek ABABABA... (ich hriibka je porovnatelna s vinovou dizkou svetla; platnicky A, resp. B st navzdjom
vSetky rovnaké).

Ukazuje sa, Ze takéto médium m4 zvlastne schopnosti. Priepustnost svetla zavisi od jeho vinovej dlzky: vzni-
kajui pasy dovolenych a zakazanych vlnovych dlzok, pre ktoré je prostredie tGiplne priehladné, resp. tplne
nepriehladné. Najkrajsie na tom vsetkom je, zZe intervaly (ne)priehladnosti zavisia len od hrubok a indexov
lomov platniciek A, B — st teda dobre nastavitelné podla potrieb. Potencidlne aplikacie st obrovské.

a) Uvazujte jednu platni¢ku B s indexom lomu n = 2 a s hrubkou d/2, ktoré je umiestnena vo vzduchu.
Uvaziac vSetkych nekonec¢ne vela odrazov najdite analyticky presny vyraz pre priepustnost dosticky v za-
vislosti od vinovej dlzky svetla lambda. Pre rieSenie tejto Casti tilohy sa vam moze zist Zbierka FX alebo
tzv. metdda prechodovej matice.

b) Uvazujte fotonicky krystal ABABABA... s presne 100 platni¢ckami B ako vyssie. Ulohu platniciek A
bude hrat vzduch s indexom lomu #n = 1 a hribkou d. Numericky ziskajte graficku zavislost pre prie-
pustnost takéhoto fotonického krystalu v zavislosti od vinovej dlzky pouzitého svetla. Vyuzite vysledok
z predchadzajuicej alohy. Na zaklade vysledkov posudte pritomnost zakazanych a povolenych pasov vl-
novych dlzok. Hint: Silno odporiucame vyuZit metédu prechodovej matice https://en.wikipedia.org/

wiki/Transfer-matrix_method_(optics)

1.4 Nalomena vodivost

Kubo sa hrabal v skrini a nasiel v nej nekone¢ne dlht uzemnenu vodivua rovinu. Po ruke mal aj bodovy naboj
Q, no uz ho nebavil stéle ten isty problém bodového naboja a vodivej roviny.

a) Kubo od zlosti ohol svoju nekone¢nu vodivu rovinu tak, Ze nové dve polroviny zvierali uhol «. Bodovy
naboj polozil na os tohto uhla. Akou silou posobi nalomena rovina na naboj Q, ak sa nachadza vo vzdia-
lenosti [ od priamky nalomenia? Predpokladajme, Zze « = n/nkde n = 1, 2, ... Vysledok o¢akdvame
v tvare sumy, ktord bude s¢itavat cez nasobky uhla «.

b) Aku pracu treba vykonat na prenesenie naboja z nekone¢na na toto miesto? Pre rozne n pouvazujte,
v ktorych pripadoch zlomena rovina naboj pritiahne a v ktorych ho odtla¢i prec.

1.5 Problém vo vlaku

V tejto ulohe sa pozrieme na dynamiku vo vzduchu vo velmi dlhych vlakoch. Budeme uvazovat zjednodu-
$eny model, v ktorom nie st vozne od seba odseparované, takze tvoria jeden velky priestor dlzky 200 m. Vo
vSetkych voznoch su zatvorené okna, takze ziadny vzduch nemdze vstupit ani opustit tento velky priestor (tato
aproximacia nema prili§ daleko od slovenskej reality). KedZe vlak je radovo dlhsi ako §irsi, v principe budeme
rieSit jednorozmerny problém, takze vSetky nasledujice rovnice sa prislusnym spdsobom zjednodusia.

Stacionarny rezim

V tejto Casti skusime sa pokusime najst distribuciu vzduchu vnutri v pripade, ze vlak prichddza alebo opusta
stanicu. Na vzdialenostiach vacsich, ako je stredna draha molekdl vo vzduchu, sa vzduch sprava v principe
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ako tekutina. V inercialnej vztaznej sustave vzduchu splia rovnicu kontinuity

Ip o)
E—FV‘(pv)—O

a Eulerovu rovnicu (Newtonov druhy zékon pre tekutiny)
o7
_V + V- VP
ot p

kde p(x, t) je hustota vzduchu vzduchu, p(x, ¢) je tlak, v(x, t) je rychlost tekutiny a g je tiazové zrychlenie. Na
to, aby sme vyriesili tento systém rovnic, potrebujeme este nejaku rovnicu, ktora nam previaze hustotu a tlak —
stavovu rovnicu. Budeme predpokladat, ze vzduch vo vlaku mézeme aproximovat ako idealny plyn, cize plati

p = pRT,

kde R = 290Jkg 'K je $pecifickd konstanta pre vzduch. Pritomnost rusiia a niekolko mélo pasiazierov
udrzuje vzduch vnutri vlaku na konstantnej teplote T = 300 K. Predpokladame, ze pocas prichadzania resp.
odchédzania zo stanice sa vlak pohybuje s konstantnym zrychlenim a.

a) Ako musime zmenit Eulerovu rovnicu, aby sme ju mohli pouzit v neinercialnej vztaznej sustave?
b) Pozrime sa najprv na staciondrne rie$enie v termodynamickej rovnovahe. Vypocitajte hustotu vzduchu
Peq(x) ako funkeiu pozicie x vnutri vlaku.

¢) Ak ozna¢ime p priemernt hustotu vzduchu pozdlz vlakua 8p, (%) = pq(x)—p odchylku od priemerne;
hodnoty, ndjdite odhad pre maximalnu bezrozmerna odchylku hustoty

8eq(x) = Peq;x)

Pocitovanie tlaku

Isto poznate, ze ked si date hlavu pod vodu, hydrostaticky tlak na u$ny bubienok za¢ne byt dostato¢ne citit aj
v hibke okolo 20 cm.

d) Akéje minimalne zrychlenie vlaku, pri ktorom ¢lovek stojaci na konci vlaku pociti rozdiel svojimi usami?
Predpokladate, Ze je mozné pocitit tento rozdiel v typickom vlaku? Vysvetlite tento rozdiel aj pomocou
typického zrychlenia vlaku. Porovnajte vysledky pre vlak s typickym dopravnym lietadlom.

KedZe § je mald, m6zeme Casovy vyvoj vzduchu vnutri vlaku opisovat linearizovanymi rovnicami pre prudenie
tekutin. Pre malé adiabatické zmeny su zmeny hustoty a tlaku jednoducho previazané nasledujticou rovnicou,

Op(x,t) =p(x,t) —p = (g_f)) Sp(x,t) = c28p(x, 1),

kde c je (adiabatickd) rychlost vzduchu.

e) Vyuzite predchdzajuci vztah na to, aby ste vylucili tlak z Eulerovej rovnice. Rozvinte rovnice kontinuity
a Eulerovej rovnice do prvého radu v malych zmendch § a v okolo statického homogénneho rieSenia
v pokoji
plx1) = 7 (14 8(x,1)).

Kombinaciou tychto dvoch rovnic (alebo ich derivacii) najdite jednu rovnicu pre §. Stru¢ne opiste riesenie
tejto rovnice.
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Vlna v zrychlujucom vlaku

Rozvinte rovnice kontinuity a Eulerovej rovnice do prvého radu v malych zmenach ¢ a v okolo statického, ale
nehomogénneho riesenia v pripade, Ze vlak zrychluje s konstantnym zrychlenim.

plx, 1) = p(x) (14 8(x,1)).
Vyuzitim niekolkych predchddzajucich rovnic najdite rie$enie pre 8(¢, x).

1.6 Perkolacia

Predstavme si mriezku stvoréekov. Kazdy $tvorcek moze byt obsadeny s pravdepodobnostou p alebo byt prazd-
ny s pravdepodobnostou 1 — p. Obsadenost kazdého $tvorceka je nahodna.

Ak je p malé, mozeme vidiet niekoIko malych ostrov¢ekov obsadenych $tvorc¢ekov v prazdnom ,,oceane” ne-
obsadenenej mriezky. Ako postupne zvySujeme p, malé ostrovceky (clustre) sa zvacsujui, aZ nastane situdcia,
kedy existuje spojity prechod z lavej strany mriezky na pravu stranu mriezky (tzv. perkolacia).
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Obrazok 2: Dvojrozmernd stvorcovd mriezka pri pravdepodobnosti obsadenosti p = 0.4 ap = 0.1.
Na obrdzku sti obsadzované hrany stvorcekov, nie samotné stvorceky. Ide vsak o tii istil
ulohu.

Tato jednoduchd myslienka je zakladom tedrie perkolacie. Vyzera jednoducho, ale ma bohaté aplikacie v prob-
lémoch redlneho Zivota, ako st napriklad lesné poziare alebo tok kvapalin cez pérovitu struktaru (vid Intro-
duction to percolation theory od Stauffer a Aharony).

V tejto ulohe budeme $tudovat stvorcové mriezky a budeme hladat medzna hodnotu p,, pri ktorej sa objavi
perkolujuci stav.

Perkolaciav 1D

Uvazujme jednorozmernu mriezku (pasik) velkosti N, kde kazdy bod mriezky je obsadeny s pravdepodobnos-
tou p. Spocitajte pocte clusterov, t.j. pocet obsadenych suvislych poli pri danej pravdepodobnosti p. Néjdite
medznu hodnotu p (fazovy prechod) p,, pri ktorej bude najvacsi cluster makroskopicky velky. Ak oznac¢ime
N, velkost najvicsieho clustra a N, pocet obsadenych bodov na pasiku, tak velkost perkolujuceho clustra je
P = Ni./N.

Opakujte merania pre rozlicné hodnoty N a na ich zaklade dajte predpoved N — oo.
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Perkolacia v 2D

Druhy rozmer prinasa novy stupen volnosti, v ktorom mdze cluster rast, preto by mala byt medzna hodnota
p. ina.

Uvazujme dvojrozmernu $tvorcovi mriezku rozmeru N x N. Ako v predchazajicom pripade, najdite medznu

hodnotu p,, kedy velkost najvicsieho clustra zacina rapidne rast.

Ak zvolime p > p. P je umerné (p — p.)%, kde « je tzv. kriticky exponent. Najdite numerickt hodnotu tohto
exponentu.

(Bonus) Perkolacia v 3D

Néjdite medzna hodnotu a kriticky exponent aj pre tento pripad.

Ako na to?

o Pocet clustrov a ich velkost mdzete spocitat napriklad aj pomocou flood fill algoritmu. Avsak s naiv-
nou implementaciou si nevystacite, kedze sa dopracujete k problému stack overflow, teda preteceniu
zasobnika s instrukciami.

« V simulacii pouzite periodické okrajové podmienky.

o Pre kazdu hodnotu p a N vykonajte niekolko simuldcie a nasledne zoberte priemerné hodnoty.
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