\\ Fyzikalny korespondencny seminar, kategoria FX
XIV. ro¢nik, 2018/2019 ‘

Trojsten _ ,
FX, KTFDF FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava
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1.1 Kvapka

Predpokladajme, Ze oblak pozostava z malych (gulatych) kvapiek vody, ktoré st v priestore rovnomerne roz-
miestnené a v pokoji. Jedna kvapka sa zrazu utrhne a za¢ne padat cez takyto oblak a pri kazdej zrazke s inou
kvapkou sa zviacsi o jej objem.

 Ukazte, ze zrychlenie padajicej kvapky je konstantné a urcte jeho hodnotu.

« Vypocitajte, ako dlho by musela kvapka padat, aby sa ohriala na teplotu T} = 25 °C, ak sa teplota kvapiek
v oblaku pohybuje okolo T, = 0 °C.

1.2 Mracna a blesky

V tom priklade sa pokasime odhadnut ako suvisi mnozstvo zrazok, ktoré spadne na povrch Zeme s rychlostou
ako sa nabija oblak voci Zemi, a teda ako dlho potrva kym udrie blesk. Teda to bude vasou ulohou :) Na
prilozenom obrazku mozete zhruba vidiet aké Castice sa nachadzaji na réznych miestach burkového mrac¢na.
K hromadeniu naboja dochadza preto, lebo sa padajtce kvapdcky vody tru o ¢astice ladu a malé ladovce (tzv.
hail pelets a grapels), ktoré si mozeme pre jednoduchost predstavit ako dokonalé gule. V ddsledku tohoto
procesu dochadza mechanickym sposobom k indukovaniu elektrického naboja, vdaka ¢omu sa v oblaku po
case vytvori kritické elektrické pole, v ktorom za¢nu idny vo vzduchu viest elektricky prud.
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Obrazok 1: Castice v burkovom mracne.

Ladovu gulu vo vonkajsom elektrickom poli E si moézeme predstavit ako dokonale vodiva gulu, ktora sa do-
datoc¢ne polarizuje pod vplyvom elektrického pola tak, Ze jej horna polovica je kladne nabita a dolna polovica
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nabitd zaporne. Ak sa fadova ciastocka nabila na elektricky naboj —Qg, tak celkovy naboj g,, ktory sa prenesie
pri styku ladovca a kvapiek vody na kvapku vody s polomerom r je

2
g, = (zEsocoseJr ﬂ—&)rz
2 6

R2

Rychlost nabijania ladovcov v oblaku (dQgr/dt) je imerna koncentracii kvapiek vody 7,, prenesenému naboju
pri jednej zrazke g, rychlosti padajiuceho fadovca Vy efektivnej relativnej ploche o = 0.74, ktoru vidia kvapky
narazajice do ladovca pod uhlom 6 meraného od ,,p6lu” ladovca anR? = %%HRZ ~ 0.017, pre realistické
hodnoty polomeru kvapiek a fadovca.

o Ukadzte, ze pre rychlost nabijania plati z predchadzajucej ivahy nasledujuca rovnica a vyrieste tuto rov-
nicu pre Qg(?).

aQ,
dt

V zvy$nej Casti rieSenia mdzete predpokladat, Ze ¢asova konstanta, ktora sa objavila v rieseni tejto rovnice je

= —ganR*Vyn,q,

-1
TOVNa T = (%OVR nrocrz) ~ 150 s. Vyznam tejto konstanty udava casovu $kalu, na ktorej dochadza k nabijaniu
ladovcov v mracne.

Narast elektrického pola v mra¢ne je potom imerny koncentracii ladovcov, ich rychlosti padu Vi, a naboja Qg
s¢itaného cez fadovce vsetkych moéznych polomerov R,

dE

E = _47T[RdRNRQRVR-

Naproti tomu je mnozstvo zrazok p, ktoré dopadne za jednotku ¢asu imerné
dE_ de4ﬂR3N V
dt Jr 3 RPi VR

o Jednoduchou argumentdciou ukdzte, Ze tieto vztahy su dobre motivované. Vyuzitim vsetkych rov-
nic a predpokladu, realistického narastu mnozstva zrazok na zaciatku burky k maximalnej hodnote
30 mmh~! za ¢as 10 minut,

p(t)=30(1-e " mmh™),
ndjdite cas, za ktory udrie blesk po zacati burky t.j. elektrické pole v oblaku dosiahne medznti hodnotu

E = 4270 Vcm™! (tzv. prierazné napdtie), pri ktorej sa stava vzduch elektricky vodivym v ddsledku
ionizacie. ,,Pokojové” elektrické pole Zeme ma hodnotu priblizne E, =5 Vem™.

1.3 Mesiac a Zem

Lega naposledy zaujala otazka, ako dlho by trvalo kym by Mesiac padol na Zem, ak by zrazu prestal Mesiac
rotovat okolo Zeme.

« Pokuste sa odhadnut tento Cas za predpokladu, Ze Mesiac vzhladom na Zem na zaciatku stoji. Na dopo-
¢itanie odhadu pokojne pouZite pocitac.

Mate? Po chvili prisiel k Legovi Mato a povedal si, Ze tu nebudeme ratat zZiadne zjednodusené pripady ako vo
filme ,,Drtivy dopad® a vsetko si to pekne zratame podla vSeobecnej tedrie relativity. Teda no, aspon trosku
podla nej. Staci, ak sa obmedzime na vysledok, ktory nam tedria relativity prinasa pre vykon vyzarovania
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gravita¢nych vin. Vo véeobecnej teérii relativity plati, ze dve telesa s hmotnostami M, a M, obiehajice okolo
vzajomného hmotného stredu rychlostou w vo vzdialenosti r vyzaruji vykon P (vo forme gravita¢nych vin),

p

32 Gr“w6( MM, )2
5 & \M+M,)°

kde G je gravita¢na konstanta a c je rychlost svetla.

 Vyuzijuc tejto znalosti skuste znovu odhadnit ako dlho bude trvat, kym Mesiac padne na Zem v do-
sledku vyzarovania gravitaénych vin, pricom v tomto pripade Mesiac neustale obieha okolo Zeme, no
ststavne sa priblizuje. Dostali ste podobné alebo odlisné vysledky ako v predchadzajucom pripade?
Preco?

1.4 Optické stlacanie
Elektricky dipol je sustava dvoch opacnych nabojov s ndbojmi g a —q, medzi ktorymi je vzdialenost d (ktora
sa da napisat vektorovo d ). Elektricky potencial tvoreny dipélom sa v jeho okoli da popisat ako

1 p-7
V(r)=—
(r) dme  1?

b

[

kde vektor ? =g d je dipélovy moment. Hlavné rozdiely pola elektrického dip6lu od pola jedného naboja st
v tom, ze pole dipolu klesd nepriamo imerne so vzdialenostou umocnenou na tretiu (teda E o< 1/1°) a taktiez
v tom, ze jeho pole nie je radidlne symetrické (pripomina skér magnetické pole ty¢ového magnetu).

Ak takyto dipdl umiestnime do vonkajsieho elektrického pola, pdsobi nan sila

F=(p-V)E Z(an—foPy@Jsza—z) E.

Preco je viak uzito¢né skiimat pole v okoli dipolu? Ukazuje sa, Ze pole v okoli lubovolného rozlozenia ndboja sa
da napisat ako superpozicia bodového nédboja (monopdlu), dipdlu, a radu dalsich, vyssich multipolov’, ktoré
vsak v tejto tlohe mdézme zanedbat. Cela tato metdda sa vola multipdlovy rozvoj a matematicky ide len o
Taylorov rozvoj funkcie 1/|r — 7|, ktora vystupuje vo vypocte potencialu. °

Ako sa s tym presne rata? Pole v okoli istého rozlozenia naboja je dané ako superpozicia monopdlu, dipélu a
zvy$nych multipélov, ktoré zanedbame:

— N
1 . r 1 . r
V(T):— 9 +p 4 (9(1/1:’) N1 9+p
4me r 3 A i\ 7 >
m(;l:po’l dipol vyssie multipoly

'Po dipéle nasleduje tzv. kvadrupdl, ktory sa dé predstavit ako dva dipély smerované opacne.
Potencidl tvoreny viacerymi nidbojmi umiestnenymi v polohach r/ sa pocita superpoziciou jednotlivych potencialov, ¢o v pripade
spojitého rozloZenia nédboja prejde na integral:

Qi 1 p(r")dr

T 4me J [T -7

V0=

i 47T£0|_7’) —

ktory obsahuje spominanu funkciu 1/|r - 7/|.
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pri¢om pouzitim presného odvodenia (cez spominany Taylorov rad) sa daju ziskat aj vztahy pre efektivny néboj
a efektivny dipdlovy moment ststavy:

Q- [ dg = f 3 (r).dV = celkovy nboj. (1.4.1)

?z[_r),dq:f_r)p(r),dV (1.4.2)

« Tanicka zobrala svoju nevodivi kuzelnicku palicku s dizkou L a zanedbatelnym prierezom. Na jednu
polovicu naniesla rovhomerne naboj Q a na druht naboj —Q. Aké pole bude citit Mato vzdialeny od nej
vo vzdialenosti D > L kolmo na palicku? Aky smer bude mat intenzita elektrického pola? Pri vypocte
pouzite spominany multipélovy rozvoj.

o Urdite si mozete vSimnut, ze vztah pre dipdlovy moment nie je vo v§eobecnosti invariantny voci posunu-
tiu suradnicovej sustavy. Aka je podmienka na to aby bol invariantny? Ak nie je invariantny, znamena
to, Ze potencial v okoli takého rozloZenia nabojov nie je jednoznacne definovany? Vysvetlite kde nastal
problém.

Dipoly su uzitocne, aj ked uvazujeme pole dielektrika v externom elektrickom poli, ktoré vznikd indukovanym
nabojom. Tento jav sa vola polarizacia a je dovodom toho, prec¢o vnutri dielektrika je elektricka intenzita
spravidla slabsia ako vo vakuu. Indukovany naboj v§ak meni aj pole v okoli dielektrika a zaroven kvoli nemu
moze na dielektrikum posobit elektricka sila. V relativne jednoduchom modeli sa na indukovany naboj da
pozerat ako jeden dipol°.

Predstavme si, Ze do monochromatického svetelného li¢a umiestnime sféricka dielektricku ¢iastocku. Polo-
mer ciastocky je ovela mensi nez je vlnova dlzka svetla. Vplyvom elektrického pola sa ciastocka polarizuje a
bude sa spravat ako elektricky dipdl s dipélovym momentom danym:
3gpn*-1—= —
p=" E=aE,
N n?+2

————
o

kde 7 je index lomu dielektrického materidlu a N je timerné pocet atdbmov na jednotkovy objem.*
— —
« Spocitajte vyslednu silu posobiacu na takuto sféricku ¢iastocku, ako funkciu E, B a a.

. / . p ;. . - - 1 - - . ,
Hint: Bude sa vam hodit vektorovd identita (E : V) E =V (EEZ) - E x (V x E) a jedna z Maxwellovych
rovnic.

2
o Pre lu¢ v ktorom intenzita svetla od vzdialenosti R od stredu zévisi ako I(R) = I + I (R%) urcte pod-
mienky, pri ktorych bude ¢iastocka vtahovana do stredu a spocitajte periodu vlastnych kmitov.

1.5 KOH-I-NOOR sa vracia!

Simon si raz z dlhej chvile nechaval kotulat ceruzku dolu naklonenou rovinou. Vsimol si, Ze pri kazdom dopade
na bo¢nu stenu ceruzka trochu spomalila. I preblyslo sa mu hlavou:

o Pre aky najmensi sklon roviny sa ceruzka nikdy nezastavi?

*Dovodom je spominany multipélovy rozvoj: celkovy naboj musi byt 0, lebo dielektrikum je nenabité. Kvoli tomu, Ze sa naboj
premiestni v8ak vytvori nenulovy dipélovy moment.

“Tdto rovnicu najdete pod menom Lorentz-Lorenz equation alebo Clausius-Mossotti relation. Predpokladdme, Ze materidl je
nemagneticky, na zmeny elektrického pola reaguje okamzite a ma relativnu permitivitu e, = n*
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« Ako daleko sa ceruzka dokotila od okamihu, ked sa po stole vali rychlostou v? (Mysli sa horizontalna
zlozka rychlosti tesne pred prvym dopadom hrany na stdl.)

Preskumajte tento problém a pomdzte Simonovi zodpovedat otazky, ktoré ho trapia. Ceruzka bola tvaru pra-
videlného Sestbokého hranola s dlzkou hrany podstavy b a jej moment zotrva¢nosti vzhladom na estnasobnu
os symetrie je I = > Mb>.

1.6 Navigdacia sa vracia!

Navigacia GPS pozostava z najmenej 24 satelitov, ktoré obiehaju okolo Zeme vo vzdialenosti & = 26 600 km od
jej stredu rychlostou v ~ 3,9 kms~!. Vsetky satelity si so sebou nest atémové hodiny a st vzdjomne zosynch-
ronizované. V istych ¢asovych intervaloch satelity simultanne vysielaja signal, ktory obsahuje informaciu o
ich orbitalnej polohe a ¢ase vyslania signalu. Vyuzitim tejto informacie z viacerych satelitov dokaze prijimac
na Zemi urcit svoju polohu. V tejto tllohe si ukazeme, ze na spravne fungovanie navigacie je potrebné zahrnut
relativistické korekcie.

Podla Einsteinovho principu ekvivalencie je zrychlujuca vztazna sustava nerozlisitelna od pokojnej sustavy
nachadzajicej sa v homogénnom gravitacnom poli.

« Pomocou vypoctov v zrychlujucej sustave ukazte, ze ¢as v gravitatnom poli sa spomaluje. Konkrétne
odvodte, ze v slabom homogénnom gravitatnom poli (gH << ¢?) plati pre podiel tikania identickych
hodin vo vyskachh=0ah=H

kde g je gravitacné zrychlenie.

Obom hodinam trva, samozrejme, tiknutie vo svojej vztaznej sustave rovnako dlho. Rozdiel je pozorovatelny,
ak sa na obe hodiny nahliada v jedinej vztaznej sustave. Da sa ukazat, Ze v nehomogénnom gravita¢cnom poli,
napr. radidlnom gravitacnom poli Zeme, sa predosly vztah zovseobecnuje na

T1 Aq)

T2 2
kde Ag je rozdiel gravita¢nych potencidlov medzi bodmi 1 a 2.
o Zistite, o kolko sa rozladia atomové hodiny od pozemskych v priebehu jedného dna v dosledku $pecial-

nej relativity (obeh hodin okolo Zeme) a v dosledku gravita¢ného pola. Tento problém sa dé vyladit, ak
na orbitu vynesieme atémové hodiny tikajice pomalsie.

o Odhadnite, aka by bola nepresnost urcenia nasej polohy na Zemi po jednom dni od spustenia navigacie,
ak by sme atomové hodiny na orbite nevyladili.
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