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Vzorové riesenia a vysledky 2. série 4. ro¢nika

FX4 Most (Opravoval Filip)

Katka si medzi polickou a stolom postavila most. Most je tvoreny
lahkymi tycami volne spojenymi kibmi, tak ako na obrdzku. DIZky $ik-
mych a vodorovnych tyci su v pomere 5:6. V bode F je zavesené zdavazie
s hmotnostou m. Ktoré tyci moZe Katka nahradit ohybnymi vizbami,
t.5. napriklad pevnym Spagdtom rovnakej dizky? Akou silou je namd-
hana ty¢c BD?

Skor, nez sa pustime do riesenia prikladu, zamyslime sa nad ohyb-
nymi vizbami. Ty¢ sa od ohybnej vizby — napriklad nejakého Spaga-
tiku — 1isi len v tom, Ze ma staly tvar. Ohybnd viizba sa mézZe lubovolne
kréit (teda skracovat), no nemdze sa natahovat. Zjavne teda ni¢ ne-
pokazime, ak tyce, ktoré st natahované, nahradime Spagatikmi. Tyce,
ktoré s stlacané, viak nahradif nemozeme.!

A po tomto zamysleni sa pustime na priklad. UkaZzeme si tu tri
rozne postupy. Jeden je priamo cez sily, druhy cez momenty sil a treti
cez energie.

Sily: V pripade, Ze sa rozhodneme pocitat sily, tak si staci napi-
sat vela rovnic o vela nezndmych a snazit sa vyratat silu Fgp. To je
dost neprijemné. Nagtastie mdéZeme vyuzit matice. To sa Tahko hovori,
ale tazsie sa to apikuje v praxi.?2 Co to za rovnice v nej pouzivame?
Jednoduché rovnice zohladiiujice rovnovéhu sil. Pre kazdy kib must
platit, Ze vysledna sila nan posobiaca je nulova — ina¢ by sa dany

Mohli by sme ich viak nahradit napriklad telesom, ktoré je nestlacitelné, ale pri roztahovani sa roz-
padne. Také veza z drevenych kociek je peknym prikladom takéhoto ¢uda odolného len stlaceniu.

2Co je to t4 matica? Je to jednoduché tabulka pozostavajica z m riadkov a n stlpcov. Kazdy riadok
je vlastne istou formou zapisana jedna rovnica. Jedendst riadkov je teda jedenast rovnic. Koeficienty pri
neznamych silach st zapisané za sebou tak, 7e kazda sila m4 vlastny stlpec koeficientov; na konci riadku
je napisana prava strana rovnice. Ak sa dani neznama sila v rovnici nevyskytuje, napiseme do jej stipca
nulu, teda ako keby tam bola, ale koeficient by bol nulovy.



kIb pohyboval so zrychlenim, ¢o je v statickej situacii o¢ividne nepri-
pustné. Zapiseme si teda vsSetkych 6 rovnic pre horizontalne zlozky
sil posobiace na body A az F' (prvych 6 riadkov v matici) a nasledne
aj vertikalne zlozky sil pre body B aZ F tak, Ze prvy stlpec zodpo-
veda koeficientom pri sile F'4g, druhy koeficientom sily F4¢, treti Fipe,
atd. Preco pouzivame prave tieto rovnice? Preco nie. St pekné, je ich
dostato¢ny pocet a hlavne s linedrne nezavislé?.

Treba si vSak uvedomit par detailov. Aké sily posobia na koncoch
mosta? Prave tu je dolezité, ze bod A je na koliesku. Hoci tam posobi
nejaka (zatial neznama) vertikalna sila, horizontélna zlozka musi byt
nulova, inac¢ by sa koliesko hybalo. Na most posobi tiazova sila smerom
dole a teda vieme, ze aby bola celkova vyslednica sil pésobica na most
nulové, horizontalna zlozka musi byt nulova aj v bode G. Je celkom
o¢ividné, ze sucet vertikdlnych zlozZiek je rovny tiazi. Ked uz mame
premyslené rovnice, tak si dajme pozor na znamienka. Zvolime si smer
suradnicovych osi a piSeme. KedZe vyslednica sil pdsobiacich na tyce
musi byt nulové, ty¢ pdsobi na oboch koncoch opacne orientovanou
silou.

A uZ ndm ni¢ nebrani pustit sa do pisania. Toto je teda naSa ma-
tica, ktorta chceme upravit. Pre prehladnost sme ju vynasobili piatimi
(ndsobenim sa ni¢ nepokazi).
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Upravou tejto matice na redukovany stupiiovity tvar* dostdvame ma-

30 &om sa d4 presved¢it Gpravami nasej matice alebo zamyslenim sa.
1Ak to neviete, tak to do véas natladia na matfyze alebo to vyrata kalkulacka. Takze neztfajte, existuju
aj iné sposoby k rieseniu tohoto prikladu popisané dalej.
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Skvelé, mame to, ¢o sme cheeli. Sila Fpp = —%5Z. Po tolkej radosti
si vSak prezradime aj maly problém takéhoto riesenia. Casova zlozi-
tost tohto ratania je O(n?), ¢iZe pri velkom moste by sme sa naozaj
naratali®. Na druhej strane je vSak velkym poteSenim, Ze po vyrieSeni
matice dostaneme darcek zdarma® - zoznam tyéi, ktoré mozeme na-
hradit Spagatikom. S to prave tie koeficienty, ktoré vysli kladné, ¢o
znamend, ze tahaja kib k sebe. St to ty¢e AC, BC, CE, DE, EF,
EG.

Momenty sil a energie: Tu stacilo ukazat (a zddvodnit), ktoré
palice st nahraditelné a nasledne vypocitat silu pdsobiacu na ty¢ BD.

Pri zdévodniovani vyuzijeme princip virtualnych prac. Hoci méame
dokonale tuhé pali¢ky, predstavme si, e nie st spojené pevnym kibom,
ale drzia ich mali trpaslici (niektori maju tri ¢i dokonca $tyri ruky).
A teraz si predstavme, Ze trpaslik rozpazi jednu ruku, ¢o je velmi
podobné situécii, ako keby sa palicka predlzila o dz’. Co sa stane
s energiou sustavy? Principialne st mozné tri vysledky. Potencialna

VVVVV

.....

ze palica je stlacana. Naopak, ak sa potencialna energia zmensi, trpas-
lik musi tejto zmene zabratiovat, palica je natahovana. To, Ze by sa
potencialna energia nezmenila, sa nam nestane, ale znamenalo by to,
ze tu nepdsobi ziadna sila a teda ziadnu ty¢ ani nepotrebujeme. Aké
jednoduché.

Pozrime sa teraz na ty¢e AC, CE a EG to su tie na spodnej strane
mosta. Ak by sa predlzila Iubovoln4 z nich, most by sa prehol do tvaru

SPravdupovediac, je to praca pre pocitaé. Mne sa nechcelo ratat ani maticu s jedenastimi riadkami.
6 Ani nemusia byt Vianoce
"Ako to uZ v rozpravkach byva, trpaslici st mali. Neskor vas naudia, e trpaslik je taky epsilonovy.
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V. To znamena, 7e potencidlna energia zavazia klesne®. Naopak, pri
predlzeni tyéi AB, BD, DF, FG sa most prehne naopak. Zostavaji
uz len uhlopriecky. Ale aj tu sa stac¢i len trochu zamysliet. Staci si
len predstavit, ako sa pomenia uhly, ked sa jedna z nich natiahne
a ¢i sa most prehne do tvaru V alebo opac¢ne. Uvahami dospejeme
k rovnakym tyc¢iam, ako ked sme pocitali pésobiace sily.

Ked uz sme hotovi s prvou ¢astou tlohy, podme vyratat silu, ktora
stlaca ty¢ BD. S vyuZitim rovnosti momentov sil to ide velmi rychlo.
Vieme, ze sucet sil posobiacich od podlozky v bodoch A a G musi
kompenzovat tiazovi silu telieska a sticasne ich moment sil vzhladom
na F musi byt nulovy. Su to totiz jediné vonkajsie sily poosobiace na
most, ktoré vzhladom na teliesko spdsobuji nejaké momenty.

Fg:FA—l—FG
M=M
Fp-12=F;-6
Foa F
Fy=—"-=29
AT T3

Zamyslime sa teraz nad c¢astou mosta AC'B a zvolme si v Tiom
bod C. Vysledny moment vonkajsich sil posobiacich na trojuholnik
vzhladom na tento bod (ako aj na Iubovolny iny) musi byt nulovy.
Vonkajsie sily pdsobiace v C' maji moment nulovy, zostavaju nam
teda iba sily posobiace v bodoch A a B. Sila v A smeruje kolmo
hore’ a uz sme ju vyratali. Jedind vonkajsia sila pdsobiaca v bode
B je od ty¢e BD, teda smeruje vodorovne. Ano, je presne t4, ktort
chceme vyratat. Ozna¢me ju F'. Vyska trojuholnika ABC' je 4. Takze
dostavame rovnicu:

Fyp-6—-F-4=0

V pripade virtudlnych prac budeme postupovat tak, Ze si predsta-
vime, o by sa stalo, ked sa zvicsi dizka BD o dz. T¥m sa ndm zmeni

8Pozor, uvedomme si, Ze pri nehmotnom moste je hmotné zivazie jedina vec, o nas zaujima, ale vo
vSeobecnom pripade by to az také jednoduché nebolo a museli by sme poctivo vyratat zmenu celkovej
potencialnej energie stustavy.

9Bod A je na pohyblivom koliesku a preto fubovolna horizontalna sila bude hybat s kolieskom, az do
polohy, v ktorej bude nulova.



aj uhol BC' D, ozna¢me to ako v + dv. Plati:

dx /2
sin(y + dv/2) = w
dx /2
sin(7) - cos(dvy/2) + cos(7) - sin(dvy/2) = w
3 4 3+ dx/2
5 1t 5
dx
gy =2
7T

Most sa nam v bode C' prehne a vznikne trojuholnik AC'G s vyskou
dh. Lahko si v§imneme, Ze uhol pri vrchole C' je m — dvy. Ak oznacime
uhly pri A ako da a pri G ako df3, tak vieme, ze dy = 2 - d3.10 Stcet
uhlov mé byt 7 a preto

dy dzx
dfg = — = —.

g 3 12

Odtial uz pre zmenu vysky zavazia mame

dh =6-dg

dz

A mame vysledok — ak trpaslik rozpazi o dx, potencialna energia su-
stavy klesne o mg - dx/2. To znamend, Ze na drahe dz musel musel
vykonat zapornu pracu takejto velkosti a teda ty¢ BD je stlac¢ana silou

mg/2.

FX5 Puding (Opravoval Jakub)

Lenka navarila dva hrnce pudingu: jeden vanilkovy a jeden cokold-
dovy. Vanilkovy puding md tepelni kapacitu Cy (nie mernd, t.j. uZ v
J.K_l) a teplotu Ty, éokolddovy md kapacitu Co a teplotu Ty. Kolko
najviac energie vo forme makroskopickej prace z nich vie vytazit? (Pu-
ding pri tom nezje. Pocitagte rijchlo, kym nevychladne!)

Ahojte, ukazeme si dve riesenia. To prvé bude spravne, jednoduché
a ucinné — avsSak nepraktické. To druhé bude spravne, komplikova-
nejsie, menej u¢inné — avsak o mnoho praktickejsie. Pre jednoduchost
(avSak bez ujmy na vSeobecnosti) budeme predpokladat, Ze ¢okola-
dovy puding nemé vyssiu teplotu ako vanilkovy (77 > T3).

Riesenie 1.

0Toto plati iba pre malé uhly alfa a beta, ked je vyska dh trojuholnika AC'G velmi mala.
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Zoberme si na pomoc idealny plyn s N molekulami a teplotou
T < T5. Tento plyn zavrime do izolovanej rary uzatvorenej ideal-
nym pohyblivym piestom!!. Dame ho do tepelného kontaktu s nasimi
pudingami, avSak tak, aby teplo mohlo prestupovat na chladnejsi pra-
covny plyn iba pomaly, presnejsie povedané tak, aby procesy boli kva-
zistatické!?. Dalej pomocou znackovej elektroniky budem kontrolovat
pohyb piestu tak, aby sa teplota plynu nemenila. Jedno z moznych
vyuziti je aplikacia ako vytahu.

g
idealny piest
80—\
N===2AN
T -Beeen

LiiN

Z
TS
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V takomto usporiadani zjavne plynu dodam celkové teplo Q = C1(T—
T) + Co(Ty — T) a toto vietko som odividne!® vyuzil na vyzdvihnutie
kvadrikov* v tiazovom poli.

Cim nizsia bude teplota pracovného plynu, tym viac prace vytfah
vykond. Limitne pre 7" — 0 viem ochladenim pudingov vykonat me-
chanickt pracu o velkosti W = C|Ty + CyT5." Neprakti¢nost tohoto
vytahu je v tom, Ze pracuje neperiodicky — ¢ize ho po pouziti nie je

H1dealny pohyblivy piest sa pohybuje bez trenia a nemé ziadnu hmotnost. Ako sa obvykle pri kvalitnom

12K vézistatické procesy su také, pri ktorych sa zicastnené telesia nachadzaju stale v rovnovéhe. To sa
da zabezpecit pomalostou zmien vzhladom na relaxa¢nii dobu — dobu potrebnii na ustanovenie rovnovahy.
Specialne potom pre idealny plyn pri takomto deji plati stavova rovnica v Tubovolnom okamihu.

3 Trpaslik Tla¢i¢ dba o to, aby dej plynu bol izotermicky. V silade s tym vyhadzuje na jednotlivych
poschodiach kvadriky, aby bol tlak v plyne pod piestom vzdy p = % Pri izotermickom deji sa vnatorna
energia plynu nemeni, takze vsetko prijaté teplo sa vyuzije na konanie mechanickej prace.

MTazisko plynu stipa tiez. To vSak nevadi, lebo zdvihanie plynu je mechanické praca. Ak sa nam to
napriek tomu nepadi, tak sa to da oSetrif napriklad tak, Ze piest ddme do vodorovnej polohy a pomocou
domyselného nehmotného systému léan a kladiek budeme zdvihat ploSinu s trpaslikom.

15y skutocnosti to tak dobre nepdjde, lebo pri nizkych teplotich sa tepelna kapacita kazdého telesa
blizi k nule, %iil% C = 0, ¢o je dosledok 3. vety termodynamickej. Plati to aj pre model idedlneho plynu,

u ktorého je zname, ze tepelnd kapacita je konstantnéa. Pri nizkych teplotach treba totiz pouzit model
idedlneho kvantového plynu.



hned mozné znovu pouzit.

Riesenie 2.

Tentoraz sa obmedzim na periodicky pracujici stroj. Pomozem si
Carnotovym strojom. Carnotov stroj je cyklicky pracujuci stroj.

A
h G Y T
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T v

L I © R

Idealne pracuje s ideadlnym plynom, ktorého pracovna schéma pozos-
tava z 4 kvazistatickych faz:

1. Plyn v polohe A pri teplote 17 rozpinam. Plyn prijme celkové
teplo Q1.

2. Piest presuniem do polohy B a adiabaticky (tepelne izolovane) ho
rozpinam az kym nenadobudne teplotu 75.

3. Piest presuniem do polohy C a pri teplote 15 ho stlacam az po
objem V. Plyn pritom odovzda celkové teplo ()s.

4. Piest presuniem do polohy B a adiabaticky ho stlacam az kym
nenadobudne teplotu 77. Potom ho presuniem do polohy A.

Objem V je stanoveny tak, aby bol cyklus plynu uzavrety, t.j. tak, aby
po dokonceni cyklu bol plyn v rovnakom stave ako na zaciatku. Nie je
tazké ukazat, Ze i¢innost takéhoto stroja je n «f % = —% = 1—Q—f.16
Teda ak prijme teplo @), tak vykona pracu W = n(@) a chladi¢u doda
teplo Q) = %Q.

Carnotov stroj vSak mézZe pracovat aj pospiatky, v obratenom re-
zime. Funguje to vdaka tomu, Ze kazda fazu tvori kvazistaticky dej,
ktory modze bezat oboma smermi, podla toho na ktora stranu priké-
zeme trpaslikovi Tlacicovi postvat (pomalicky) piest. V tomto uspo-
riadani sa Carnotovmu stroju zvykne hovorit aj Carnotova chladnicka.
Nasleduje popis prace tohto stroja:

ph
Ti

L=y
V/

16 Ak to citatel este nikdy nepoéital, tak je najvyssi cas!
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1. Plyn v polohe A pri teplote 77 stlacam. Plyn odovzda celkové
teplo Q1.

2. Piest presuniem do polohy B a adiabaticky (tepelne izolovane) ho
rozpinam az kym nenadobudne teplotu 75.

3. Piest presuniem do polohy C a pri teplote 15 ho rozpinam az po
objem V’. Plyn pritom prijme celkové teplo QQs.

4. Piest presuniem do polohy B a adiabaticky ho rozpinam az kym
nenadobudne teplotu 7T7. Potom ho presuniem do polohy A.

Objem V' opit stanoveny tak, aby bol cyklus plynu uzavrety. V tomto
usporiadani stroj pohaname. Ak teplo, ktoré stroj odoberie chladnej-
siemu telesu je @, tak pocas jedného cyklu musime na nom vykonat
mechanicki pracu o velkosti W = (% — 1)Q. Teplejsie teleso prijme
teplo Q' = %Q. Na tomto principe funguju okrem chladiacich zaria-
deni aj tzv. tepelné pumpy, ktoré teplom Q' vykuruja budovy.
Skutocne dolezity je vSak poznatok, Ze tcinnost Tubovolného cyk-
licky pracujticeho stroja nie je vysSia ako téinnost Carnotovho stroja.
Totiz, pripustme existenciu cyklicky pracujiceho tepelného stroja,
ktory pracuje pri teplotach T a Ty a mé ucinnost 7 vyssiu ako Carno-
tov stroj. Budem ho volat BlackBox na znak toho, Ze pre mia moze
predstavovat ¢iernu skrinku, o ktorej neviem viac ako to, Ze to je
cyklicky pracujici tepelny stroj (zaloZeny na nejakom mne utajenom
principe). Ak takyto stroj pri jednom cykle odoberie teplejsiemu te-
lesu teplo @, tak vykona pracu W = n@) a chladi¢u odovzda teplo
Q' = (1 — n)Q.'" Spriahnime teraz tento stroj dokopy s Carnotovou
chladnickou, ktor1 nastavime tak, aby chladnejsiemu telesu odoberala
pri 1 cykle akurat teplo )'. Podla predpokladu o G¢innosti bude pri
takomto nastaveni odovzdavat teplejSiemu telesu teplo Q¢ mensie ako
() a bude na pohon potrebovat mechanicki pracu Wy mensiu ako je

w.

uzito€na praca \

Q | §

==) |BlackBox G | |

7 e e
§ ]

Qc: menej ako ()

Y Tento vzfah vychadza zo zakona zachovania energie. Kedze BlackBox je cyklicky pracujici stroj, tak
jeho stav na konci cyklu je zhodny so stavom na zaciatku cyklu a teda jeho energia sa nezmenila. Preto
teplo, ktoré pocas cyklu prijal musi byt rovné stétu mechanickej prace, ktorti vykonal, a teplu, ktoré
odovzdal chladicu.



Takyto kombinovany stroj bude vo vysledku konat mechanicka
pracu iba ochladzujtc teplejsie teleso.!® Naga skiisenost vsak je, Ze
takyto stroj by sme sice velmi radi postavili, ale akosi to nejde. Exis-
tenciu takéhoto stroja popiera druhé veta termodynamicka: Neda sa
zostrojit perpetuum mobile druhého druhu — t.j. cyklicky pracujuci
stroj, ktory by teplo menil priamo na pracu. Ak jej uverime, tak sme
prave dosli k sporu. Totiz, ak by existoval BlackBox, tak viem skon-
Struovat perpetuum mobile druhého druhu a neplati druhé veta termo-
dynamicka. Jedna z ekvivalentnych formulacii druhej vety termody-
namickej je vSak aj ta, ze teplo spontanne neprechadza zo studensieho
telesa na teplejsie. A to sa, uznate, skutocne zda byt pravda. Nuz,
potom treba akceptovat aj to, Ze BlackBox pozadovanych kvalit ne-
existuje a teda najvyssia mozna t¢innost tepelného stroja pracujiceho
pri teplotach T; a Ts je prave ucinnost Carnotovho stroja.

Podme kone¢ne k samotnému rieSeniu tlohy. Mame 2 pudingy.
Uvazujeme iba cyklicky pracujice stroje. Zrejme by sme sa mali ob-
medzit iba na stroje, ktoré po ukoncéeni cyklu vobec nemenia tep-
loty inych telies ako prave pudingov. Nuz, kazdy stroj vSsak mdzem
urobit ITubovolne maly a povaZovat teploty pudingov pocas jedného
cyklu za kvazikonstantné. No a ja viem, Ze najvysSiu u¢innost mé z
takychto strojov pre kazdy jeden cyklus prave Carnotov stroj. Car-
not pocas jedného cyklu s pudingami o teplotach t;, resp. to odobe-
rie teplejSiemu telesu teplo 6Q)1 = C1dt; a chladnejsiemu doda teplo
0@y = %5@1 = %Cldtl = —(Cydte. Odtial mam diferencidlnu rovnicu
vV separovanom tvare

dtl 02 dtQ

t1 Cl to ’

odkial vieme integraciou ziskat vztah medzi teplotou 77 teplejsieho
telesa a teplotou T chladnejsieho telesa. Pre jednoduchost si zavediem

Cs
/Tl’ dt, /Té dt,
—_ = _q JR—
n b T, t2

oznacenie q = c,
1

T
T = Ty
=[]

Z tohoto vztahu vieme urcit aj teplotu 7', ktort buda mat oba pudingy

'8Chladnejsie teleso moze byt znane malé, lebo sluzi len na to, aby sa od neho pocas kazdého cyklu
docasne nejaké teplo zobralo a néasledne vratilo.



vtedy, ked sa ich teploty vyrovnaju,

T N
T = HTQ] = T =[TiT]=.

Potom je uz urcenie celkovej prace uplna lahoda

T
T — T}
W:—/ L2 O dT]
Ty

T
= C [(T1 —T) + q(Ty T+ (T, * — T—%)] .

Do tohoto vztahu este treba dosadit vyrazy za ¢, resp. T. Konecny
vztah ma celkom daleko od esteticna, tu je

%\ e
T, — <T1T201>

FX6 Zabavné fotény (Opravoval Bzduso a Marian)

Halucinka nasla na povale zopdr fotonov vo velmi dobrej ndlade.
Jej oblibeny elektron je uZ niekolko dni smutny a nehybne stoji na
mieste, rozhodla sa ho teda obveselit: poslala k nemu usmievavy foton s
vinovou dlZkou \. S potesenim zistila, Ze po tomto stretnuti sa elektron
predsa len zacal pohybovat. Vyslany foton sa vsak pri stretnuti odchylil
od povodného smeru o uhol 0 a zmenil svoju vinovi dlzku. Ako zdvisi
novd vinovd dizka N fotonu a kinetickd energia E elektronu od uhlu
07

Do rozbehnutého elektronu po case narazil druhy foton. Po tejto
zrazke zostal elektron znova smutne stdt a foton sa odchylil do smeru,
v ktorom sa pévodne pohyboval pruy foton. Akd je vinovd dizka odlie-
tajuceho fotonu?

Nezabudnite, Ze rijchlost elektronu medzi zrdZkami moZe byt relati-
visticka.

2
S5

& L2\ T G(C1+0)
W= + CTh |1 — TlcQ (T1T201>

Milé deti. Dnes som si tak sadol k obedu a poriadne si ho vychutnal.
Ved bol dobry. Ked som tak dojedol, prisla na mia tinava a zadriemal
som. Snivalo sa mi, Ze je jar a prechddzam sa rozkvitnutou zelenou
likou. Stebla travy sa hompalali vo vanku. Vyhlad na svet naokolo vo
mne vzbudzoval pocit opic¢iecho muza... a zrazu ma zabudila mama.
Kéntri kury motyka!
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Ulohu zrejme vyriesime pomocou zakonov zachovania. Zachovava sa
nam najmé hybnost (vo vsSetkych zlozkach), energia avsak tiez elek-
tricky naboj, mnozstvo domacich tloh a cena tovarov.'” Naorientujme
si cely pribeh do roviny osi x a y tak, nech sa Halucinkou vypusteny
foton na zaciatku pohyboval v kladnom smere osi x. Spomenme si, ze
hybnost foténu s vlnovou dizkou X je p = h/)\, kde h je Planckova
kostanta. Jeho energia je c-krat vécsia.

E&

vy

Po zrazke sa fotén odchyli o 6 nadol, pri¢om zmeni vlnova dlzku
na \'. Aby platil zékon zachovania vo zvislom smere, elektrén musi ist
nejako sikmo nahor. Nech sa pohybuje pod uhlom ¢, jeho energia je
podla zadania E. Ak si pozrieme vztahy pre relativisticka energiu a
hybnost

E =~ymc? a P = ymu,

vidime jednoduchy prepocet g = Ev//c?. 20

Zakony zachovania (postupne pre p,, p, a £) ndm dévaja rovnice

h . 0 — Ev |
ySII’l = ?SIHQO
h = COSG+EUCOS
XN 2 ¥
he 9 he

Tieto rovnice su relativistické, takze nas popis je tplny. Ni¢ ne-
chyba. VSimnime si ale, Ze v troch rovniciach mame az Styri nezname:

19Menime menu, nie cenu!
20Mozno stoji za zmienku, %e v celom vzordku je m pokojova hmotnost a e pre vietky Castice (hmotné

i nehmotné) plati ,relativistickd Pytagorova veta®
2 2 2 2 4
E =p°c"+mc,

ktortt ochvilu aj odvodime. Pre nehmotné ¢astice mozno dosadit m = 0. Pre hmotné castice, ktoré sa

nepohybuji staéi dosadit p = 0 a dostavame znadmy Einsteinov vzorec E = mc?.
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E, v, ¢ a \. Prvé dve z nich st v8ak zviazané rovnicou pre relativis-
ticku energiu, takze vsetko je v poriadku.

Efektivna cesta k vysledku je napriklad takato: V druhej rovnici
nechame na pravej strane len ¢len obsahujtci cos ¢. Porovname s rov-
nicou pre p,. Vidime raz sinus, raz kosinus. Iba raz spakruky zatoc¢ime,
umocnime na druht a s¢itame. Dostavame rovnicu

1 2 1 E20?
h2( cos<9+—>: U.

A2 X2 cl
Teraz to chce zasa nejaké vnuknutie zhora. Po kratsom zadivani
sa na rovnice ndm napadne vyjadrit si podiel v?/c? zo vztahy pre
relativisticka energiu:

ch ’02 m204

2 2 2
a2
Do nasej rovnice postrebujeme (vztah pre £ mame zo zédkona za-
chovania energie) poznat

E*?  E? )

A e
h h 2
= (X—y-i-mc) —m202
R 2h2+h2+2 (11
S VARSI VIR SRSV

Po dosadeni dostdvame rovnicu

1 2 1 h*  2h*  h? 1 1
2 L & I T A Lt
h <>\2 %% cos 6 + )\’2> SCREBNY + G + 2mch <)\ X) :

Tu sa nam vela ¢lenov vykrati. Konkrétne, ani nehnem brvou a

h 1 1
W<1_COSQ)_mC<X_y>'

Svihnem bi¢ikom?! (inymi slovami vynasobim A\ a preusporiadam
¢leny) a zrazu

mam

h
N=XA+—(1-cosh).
mc
Prave sme odvodil vztah pre tzv. Comptonov rozptyl. Energiu elek-

tréonu uz dopocitame jednoduchym dosadenim. Po par sikovnych ap-
ravach dostavam

h%c (1 — cosf)
A (meA 4+ h (1 —cosh))

21 Aj vy tak zboziujete kone? Vsak je to krasne zviera. :-)

E:
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Zostava vyrie§it druhi ¢ast pohybu. Znova platia vSetky spominané
zakony zachovania. AvSak, kym sa ponorime do tajuplného (nie prilis
pohostinného) sveta rovnic, skisme trochu popremyslat. Predstavme
si, Ze cely proces zachytim na kameru a pustim odzadu.

Vidime fotén s hladanou vinovou dlzkou ako narazi na stojaci elek-
tron. Ten sa odchyli o rovnaky uhol a ziska rovnaku energiu ako to
bolo v predoslom pripade (prva zrazka a normalny beh ¢asu). Na takto
pustenej paske ale stale platia zdkony zachovania, preto musi mat od-
letujuci fotén rovnaka velka p, ako odletujuci elektréon (teda aj ako
odletujuci fotén pri prvej zrazke a norméalnom behu ¢asu.) Tieto Gvahy
nas napokon privadzaju az k tomu, ze rozdiel energii prilietajiceho a
odletujiceho foténu je rovnaky ako pri prvej zrazke. To isté by sme
zistili aj o zlozkach p, hybnosti. Ak sa nad tym poriadne zamyslime,
tak jediné mozné riesenie je, ze druha zrazka, pustend odzadu, je iden-
ticka s prvou, pustenou odpredu. Vlnova dlzka odletujtceho foténu je
preto \.

Avsak, st to dost plané reci a chcelo by to aj nejako rigorézne ma-
tematicky odovodnit. To chce ale znova zostavit podobni hibu rovnic,
ako pred chvilou a busot do nich znova. Nauc¢ime sa vSak nie¢o nové,
aby sme podobné tlohy vedeli riesit efektivnejSie. Zoznamime sa s
takzvanymi $tvorvektormi.??

Stvorvektory

Vieme, Zze v beznom (trojrozmernom) priestore existuja veli¢iny
charakterizované trojicou ¢isel. Tie pri zmene stradnicovych osi (na-
priklad otocenie) menia svoje zlozky rovnako ako polohovy vektor.
To vezmeme ako definiciu vektora. Aby sme sa chéapali, typickym pri-
kladom zmeny sturadnicovych osi je otocenie okolo osi z o uhol a v
kladnom smere. Overte si, ze plati prepocet

x cosa sina 0 x
Yy | = | —sina cosa 0 Y
P4 0 0 1 z

Ak je nejaka veli¢ina vektorova, tak sa jej nové zlozky spocitaju
nasobenim tou istou maticou.?® Ved intuicia ndm sama vravi, Ze vek-
torova velicina je sipka, rovnako tak, ako je aj polohovy vektor Sipka.

22Nelakajte sa. Terminolégia je tu podobne jednoduché a rovnako intuitivna, ako aj v inych vednych
odvetviach. Uvézte napriklad slova Stvorhlas (hudba), Stvoréa (medicina), $tvorbob (Sport), Stvorlistok
(botanika), Stvorhlavy pes (genetickd zooldgia), postvornozky (tedria umyvania dlazky), ¢i Stvorhrbolie
(tedria Gpravy cestnej komunikacie).

23Pre priaznivcov matematickej analyzy, matica sa nazyva Jacobiho a jej zlozky sa zrataju ako parcidlne
derivécie starych stiradnic podla novych.
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V relativite sa vSetky veci deju v stvorrozmernom, tzv. Minkows-
keho priestore. Slovo ,deju” je tu namieste. Prvkami tohoto priestoru
su (z fyzikdlneho hladiska) udalosti charakterizované Stvoricou ¢isel
(ct,z,v, 2), tzn. miestom a ¢asom.?* V celom dalsom texte ich budem
oznacovat velkymi pismenami a budi maft za sebou este dolny (alebo
horny) index nejaké grécke pismeno. No a aby to nestacilo, skalarny
sucin je tu zadefinovany inak, ako sme zvyknuty. Ak mame Stvorvek-
tory A, = (Ao, A1, Az, A3) a B, = (By, B1, Bs, B3), tak ich skalarny
sucin je (z definicie v danom priestore!)

A,B" = A'B, = AyBy — A1 By — AyB, — A3Bs.

Hornymi a dolnymi indexami sa netreba nechat zmiast. Je kon-
vencia ze pri skalarnom stcine sa jeden z indexov napise hore. Jeho
zmysel sa poriadne vyjasni az na prednaskach z tedrie relativity. Vel-
kostou Stvorvektora A budeme rozumiet

A Al = A2 — A2 — A% A2

a vidno Ze moze byt kladnda, zdporna i nulova (a to dokonca aj pre
stvorvektor s nenulovymi zlozkami).

Pri prechode k inak natocenym osiam sa musi velkost Stvorvektora
zachovat. My z relativity vieme, Ze prikladom takejto dobrej zmeny
suradnic st napriklad Specialne Lorentzove transformacie

ct’ ¥y -2 00 ct
x | e v 00 x
Yy 0 0 10 Y
2 0 0 01 2

To je najjednoduhsi pripad. Vo vSeobecnosti sa transformuje ne-
jakou maticou A,,. Ak oznacime polohovy Stvorvektor ako R, tak
transformaécie stradnic mozno zapisat ako

R, = AR,

7 definicie bude stvorvektorom kazda taka Stvorica cisel, ktora sa
bude transformovat rovnako ako polohovy Stvorvektor.

Stvorvektor rychlosti

24Rychlost svetla pred ¢asom je tam len z rozmerovych dévodov. V relativite sa navyse asto stotoziiuje
jeden meter a jedna sekunda. Prehlasi sa, ze Cas jeden meter je Cas, za aky svetlo prejde jeden meter.
Potom je ¢ = 1 a v rovniciach ho mozno tplne vynechat.
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Predstavte si, Ze pohyb nejakého astronauta je zadany parametricky
mnozinou Stvoric ¢isel

Ry(1) = (ct(7), 2(7),y(7), 2(7)),

kde 7 je jeho vlastny cas, to jest cast ktory by on nameral na svo-
jich hodinach.?® Derivujme tato svetociaru?® podla vlastného c¢asu a
nazvime ju stvorrychlostou U,,. To jest

[ dR, dt dr dy dz
= —— C— - - .
Pdr dr’dr’dr’dr

Poktsme sa jej zlozky spocitat explicitnejsie. Ak budeme funkcie
z(7) (a ostatné) chapat ako funkcie x(¢(7)), prejde derivovanie pries-

torovych stradnic na
drz  dxdt

dr — dtdr’
Ak si eSte spomenieme, ze & = ()7, tak dostdvame

U, = (¢, Yz, Yoy, YVs) -

Vsimnite si, Ze priestorové zlozky st bezné richlost nasobend v(v).28
Takze ten nazov tam asi nebude tiplne nadarmo. A ako si overime, Ze sa
pri zmene stradnic transformuje $tvorrychlost rovnakou maticou ako
stvorvektor polohy? Jednoducho derivujme ¢iarkovany stvorvektor a
uvidime: q iR

U/,L — E (AMUPLV> — ijd—Ty — AMUU,/
Vsetko je v poriadku, Stvorrychlost sa transformuje, ako mé. Pri

zmene suradnic nezmeni svoju velkost.

Stvorvektor energie a hybnosti
Definujme Stvorhybnost (celkom intuitivne) ako

P, =mU,,

kde m je (pokojova) hmotnost Castice, ktorej pohyb opisujeme. Kedze
ide o nésobenie ¢islom (skaldrny ndsobok), dostali sme znova Stvor-
vektor. Jeho zlozky st

P,u = (*ymc, ”)/m’l}x, f)/mvy7 fymvz) = (E/Cap:wpyapz)-

2Cas t tu mé zmysel asu na hodinich pevne spojenych so zvolenou inercidlnou vztaznou ststavou, v
ktorej pohyb pozorujeme.

26Tak sa naozaj vola ta trajektéria v Styroch rozmeroch.

2T Ak si nespomenieme, tak si treba nastudovat nejaky ¢lanok o dilatacii ¢asu.

28Tiez si viimnite, Ze velkost &tvorrychlosti je vady c?.
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Lala. Energia a hybnost spolu tvoria $tvorvektor! A nielen to! My
navyse vieme, ze vsSetky 4 veci v poslednom okienku st zachovavajice
sa veli¢iny. To znamena, ze aj Stvorvektor energie a hybnosti nejake;j
ststavy je zachovavajica sa veli¢ina.?? Ked uz sme az tu, spo¢itajme si
velkost tohoto Stvorvektora. Podla vysSie definovanych pravidiel musi
platit

P,P' = E?/c* — p?

Velkost Stvorvektora ale nezavisi od zvolenej vztaznej stustavy. Na-
priklad vo vztaznej ststave, kde teleso stoji, ma Stvorhybnost zlozky
(me,0,0,0) a velkost P,P* = m?c®. A tak prichddzame k doleZitej
rovnici
E?/¢* = p* + m*c?.
Velkost kazdého stvorvektora hybnosti a energie je teda m2c?. Spe-
cidlne si vSimnite, Ze pre Castice s nulovou pokojovou hmotnostou,
napr. fotény, je velkost Stvorhynbosti nulova.

S novym aparatom spéit k tilohe
Do prvej zrazky vchadzaju Castice s nejakymi Stvorhybnostami a
vystupuju s nejakymi inymi Stvorhybnostami. Zavedme oznadcenia

— P, (resp. P ") = (4,%,0,0) pre tvorhybnost foténu pred zraz-
kou,

— P{, (vesp. P{ ") = (mc,0,0,0) pre $tvorhybnost elektrénu pred
zrazkou,

- P;u (resp. Py ") = (%, yCOS@ ——sm@ ,0) pre stvorhybnost fo-
ténu po zrazke a

— Py, (resp. Py 1) = (% L cos (,0, 7 sin p, 0) pre Stvorhybnost elek-
tronu po zrazke.

To nevyzera moc pekne, ale az na konven¢éné i by boli oznacenia
rovnako skaredé aj v klasickej mechanike. Zakon zachovania stvorhyb-
nosti sa da zapisat ako

(m+ﬁj:{@+%j

I I

Vsimnite si, ze v Py, vystupuje velmi vela nezndmych veli¢in (£,
v a ). Ale my uz vieme z predoslého odstavca, ze velkost tejto Stvor-
hybnosti je m?c?. Ak ponechdme tuto Stvorhybnost na lavej strane

2Radost v tvari, ismev v o¢iach. Rovnice treba riesif s entuziazmom. :-)
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rovnice samd a umocnime na druht, vSetky tieto nezndme nam vy-
padni! Postupne dostavame:

(Fer-m) = (7))

Y e VM e e H

Vyzera to hrozivo? Nemoze, je to len mechanické narabanie s vy-
razmu. Roznasobime podla pravidla maximéalnej promiskuity.>® Na

(Pr+ P - P;)u

pravej strane ostane m?c?. Lavi stranu upravime na dvakrat, pami-
tajuc na podivny skalarny sucin:

PP pLPt LR+
2P Pl " — 2P/ P] M — 2Pf PV = m?c
0 + mc? + 0 +
2hme  — 215 (1—cosh) — 2Lme = mi

Sice tam bolo vela ¢lenov, ale este viacej nul v zlozkach Stvorhyb-
nosti. Celé sa to teda zvrhlo na jednoduché nasobenie. Teraz mame v
rovnici jedint nezndmu \'. Po drobnych Gpravich mame prakticky bez
ndmahy3!

X:)\—l—i(l—cosﬁ).
mc

Ako bez namahy overime, aka bude vlnova dlzka odletujiceho fo-
ténu v druhej zrazke? Vchadzajuci fotén so sebou nesie vela nezné-
meho - svoju vlnovit dlzku a uhol, z ktorého prichadza. Veci, ktoré
nas vobec nezaujimaja! Ale vieme, Ze velkost tohoto Stvorvektora je
nulova.?? Aby sme mohli zapisat rovncie, zavedme este oznacenia

_ P;Z (resp. PJ* 1) = (/\il,/\ilcoszb,—/\il sint,0) pre Stvorhybnost

foténu vchadzajuceho do druhej zrazky,

— Py§, (resp. P3 ") = (me,0,0,0) pre §tvorhybnost elektrénu po
druhej zrazke a

— P, (resp. Py" ") = (A%, %,0,0) pre Stvorhybnost elektrénu vy-
chadzajiceho z druhej zrazky.

3%Kazdy s kazdym.

31Cel4 namaha sa tu zvrhava na pochopenie Stvorvektorov. Akonahle si s nimi potrasieme rukou a
pochopime rec¢i ich kmena, mozeme ich pouzivat uplne zadarmo so vSetkymi vyhodami, ktoré prinasaju.
Tych je siroké spektrum! Informujte sa u najblizsieho dodavatela!

32 Castice s nulovou pokojovou hmotnostou maja

m=0 = m2’®=0.

17



Zakon zachovnia stvorhybnosti dava:

(P;*+P§> = (P§*+P§>
I [
(P, = (P +P —+p5 )
W
* e e * e e~ K
0 = (P + P —+P2) (P; + P —+P2)
1

h h
0 = m’?+0+4+m?c®+2—mc—2mE — 2— (1 — gcosgp>
>\2 )\2 C

Tym istym sposobom sa moézeme zbavit odletujiceho foténu v prvej
zrazke a prideme k rovnici

h h
O=m202+0+m262+2xmc—2mE—2X <1— Ecosgp).
c

Ziskané dve rovnice maju rovnaké lavé a teda aj pravé strany. Po
vykrateni rovnakych ¢lenov v oboch rovniciach a par upravach dosta-
vame

1 ] E <1 v > 1 ] E (1 v >
—(1—-—(1—- —cos = —(1——=(1—- —cos
A mec? c r Ao mc? c $

A

<~

>\27

¢o sme chceli ukazat.

18



Vysledkova listina FX po druhej sérii.

# Riesitel FX1-3 FX4 FX5 FX6 >
1. Eugen Hruska 11.5 5 0.5 4 21
2. Maria Kieferova 10 2 1.5 3 16.5
3. Jan Bogar 7.5 5 0 2.5 15
4. Katerina Honzakova 7 - - - 7
5. Martin Polacko - - - 6
6. Peter Vanya 5.5 - - - 5.5
7. Jakub Kovac - 0 0 2 2

Prabhat Pinnaka 2 - - - 2
9. Adam Mohammad 0 - - - 0

Michal Zajacek 0 - - - 0
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