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FX [f:ks]

Vzorové riesenia a vysledky 1. série 4. ro¢nika

FX1 Zrkadla (Opravoval Kubus)

Polopriepustné zrkadlo s priepustnostou o (kde 0 < o < 1) je také
zrkadlo, na ktoré ak (z lubovolnej strany) zasvietime lic¢ s intenzitou
I, prepusti lic s intenzitou ol a odrazi lic¢ s intenzitou (1 — a)l.

(a) Filip zobral zrkadlo s priepustnostou oy a hned zan postavil rov-
nobezné zrkadlo s priepustnostou as. Kolko svetla prepusti tdto
dvojica zrkadiel, ak na nu spredu zasvietime lic¢ s intenzitou I?
Co ak zasvietime zozadu?

(b) Viado sa nenechal zahanbit, vytiahol vSetky polopriepustné zrkadld
co nasiel v pivnict, a tieZ ich postavil pekne za seba. Jeho zrkadla
maju priepustnosti ai, ao, ..., a,, v tomto poradi. Ako sa bude
sprdavat tdato sustava?

Tento priklad nebol tazky, vsetko potrebné bolo napisané v zadani.
Bez dalsich prietahov ho teda vyrieSme. Pozrime sa najprv na Filipovu
situdciu s dvoma zrkadlami s priepustnostami oy a as.

Ak na tato dvojicu zrkadiel zasvietime 1G¢ s intenzitou I, 14¢ s in-
tenzitou (1—ay )/ sa odrazi naspéf od prvého zrkadla a 14¢ s intenzitou
a1l cezen prejde. Tento 1u¢ dalej dopadéa na druhé zrkadlo, od kto-
rého sa odrazi 14¢ s intenzitou ag(1 — ao)l, pri¢om zvysnych ajasl
prejde na druhua stranu. Ale pozor! Tu pribeh nekond¢i. La¢ odrazeny
od druhého zrkadla znova dopadne na prvé, kde sa ¢ast znova odrazi
a znova pride k druhému. Kusok prejde dalej, ale ktisok prejde znova
k prvému a naspit. Stale slabsi a slabsi 14¢ sa bude odrazat medzi
zrkadlami, a pri kazdom odraze z neho kiisok prenikne von.

B

= \
< | \




Ako uz bolo spomenuté, prvy z lacov, ¢o prejde na druht stranu,
bude mat intenzitu ajasl (musel totiz prejst cez obe zrkadld). Dalsi
z nich bude mat intenzitu ajas(1 — ag)(1 — ay) (musel prejst cez prvé
zrkadlo, odrazit sa od druhého a prvého, a prejst cez druhé), dalsi
aras(l — a1)*(1 — as)? (tento sa od oboch zrkadiel zvnitra odrazil
dvakrat), a tak dalej. Celkova intenzita luca, ktory prejde na druhi
stranu, bude teda

B = oyl + 041042(1 — 041)(1 — 042) + 041042(1 - 041)2(1 - 042)2 + ..

= 109 (1 + (1 — Oél)(l — 042) + ((1 — 041)(1 — 042))2 —+ .. )

1 109
= 01X = .
. 21—(1—041)(1—042) a1+ Qp — Qg

Posledny riadok sme dostali s¢itanim nekonec¢ného geometrického radu
vitvare 1 + o+ 22+ 2%+ .. ..

Na scitavani nekonec¢ného radu samozrejme nie je nic¢ zlé, ukazme
si v8ak aj iny, trochu vSeobecnejsi postup rieSenia. Ked na zrkadla
spredu zasvietime 1u¢ I, budi medzi nimi a vSelikde naokolo svietit
velijaké luce. Nas vsak nemusi zaujimat kazdy z nich, len celkova
intenzita lucov, ktoré idi kazdym relevantnym smerom. Oznacme si
ako na obrazku intenzitu licov od prvého k druhému zrkadlu ako A,
od druhého k prvému ako C', od druhého smerom doprava ako B a od
prvého naspit ako D.

Vieme, ze kazdy z lacov (teda stiborov lacov s danou celkovou in-
tenzitou) I, A a C sa pri dopade na patri¢né zrkadlo rozdeli presne
podla priepustnosti tohto zrkadla. Kedze sa na zrkadlach Ziadne dalsie
svetlo nevyraba, vieme presne vyjadrit, kolko svetla odchddza ktorym
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smerom z kazdého zrkadla. Dostavame rovnice

A=l +(1—-aq)C
B =ayA
C=(1-m)A
D=(1-a)l+oC.

Riesenim tejto jednoduchej ststavy rovnic dostaneme rovnaké riesenie
ako prvym postupom.

Co sa stane, ak na zrkadla zasvietime z druhej strany? Presne to,
¢o by sa stalo, keby sme vymenili o a as. A teda, zhodou okolnosti,
vObec ni¢: vSimnite si, Ze vztah pre intenzitu B je Uplne symetricky
vzhladom na vymenu oq a «s.

Zostava uz len vyriesit otazku, ¢o sa stane, ked za seba postavime
zrkadiel viac. Napoveda nam k tomu predosly odstavec. Kedze dvoj-
ica zrkadiel s priepustnostami o a as prepusta z oboch stran presne
o et svetla, sprava sa nerozlisitelne (¢o do prepustania svetla) od
zrkadla s priepustnostou aqs = % Ak teda za ne postavime
zrkadlo s priepustnostou «g, vSetky tri sa budu spravat ako zrkadlo
s priepustnostou arag = o +O;[132fgé — Postupnym pridavanim zrkadiel
po jednom by sme takto mohli vypocitat priepustnost sustavy zloZenej
z Tubovolného poctu zrkadiel.

Mohli. Neexistuje vSak nejaky krajsi vztah pre vysledni priepust-
nost? Alebo aspon nejaky vztah, a nie len algoritmus na jej vypocet?!
Ak si rozpiSeme vztahy pre aqo3 a aa34 pomocou jednotlivych a;:

103

193 =
a0 + apas + asas — 200003

Q1 Qo304

(19234 =
oo + aonay + agazoy + aposay — 3aionagoy’

nie je tazké uhddnut vztah pre vSeobecnych n zrkadiel, a nie je ani
ovela tazsie dokézat ho matematickou indukciou.

Ukazme si preto trosku iny nadhlad do problému. VSimnime si, Ze
vztah pre vyslednu priepustnost dvojice zrkadiel vieme prepisat ako

1 1
0412:1 1 — )
I G

1 1 1
—1=(—-1)4+—-1].
12 (851 %)

"Vitavejsi z vés sa mozno pytaji, aky je v tom v skutocnosti rozdiel: nie je aj normélny vzorec & vztah
vlastne len postup na vypocet?




Inymi slovami, kvantita é — 1 (¢o je vlastne 1?70‘, teda pomer od-
razeného a prepusteného svetla) sa pri skladani zrkadiel s¢itava. Po
kratkom zamysleni si overime, Ze takéto séitavanie musi fungovat aj
pre sustavu viacerych zrkadiel, celkova priepustnost o Vladovho sys-

tému zrkadiel s priepustnostami o, o, . . ., o, bude spliiat vztah
1 /1
— 1= — 1
« Z (cui > ’
=1
a teda
1
o =

FX2 Asteroid (Opravoval Jakub)

Azag sa hral so svojim novym dalekohladom, ked zrazu spozoroval
pohybujici sa asteroid. Azag zistil, Ze tento asteroid sa prave nachddza
vo vzdialenosti d od Slnka, jeho okamzitda rijchlost je v, a smer jeho
rychlosti zviera uhol o so spojnicou asteroid-Sinko. Akd je jeho perioda

obehu okolo Sinka?

Najprv si sformulujem tlohu tak, aby som ju bol schopny vyriesit.
To je zéklad :-). Ako prvé zabudneme na vsetky telesa okrem Slnka
a asteroidu. Dalej sa uspokojime s nerelativistickym riesenim. To by
este stale mohlo byt tazké, takze sa uskromnime s popisom Slnka
a asteroidu pomocou modelu hmotného bodu. Ako jedinu interakciu
medzi Slnkom a asteroidom budem uvaZovat newtonovska gravitaciu
(Cize ziaden tlak slne¢ného Ziarenia, je mi [ito). Celkovo sme situdciu
maximalne sprehladnili za cenu toho, Ze ignorujeme krasnu otvorent
hviezdokopu Plejady (pred svitanim je ju krasne vidiet) a okrem toho
aj plejadu zaujimavych javov spojenych s vplyvom okolitych planét
(precesia perihélia a iné poruchy drahy), relativistickymi efektami (tiez
precesia perihélia; pozorovana najlepsie na drdhe Merktru), rotaciou
telies (precesia zemskej osi, nutacia), deformovatelnostou telies (sla-
pové javy: priliv/odliv, spomalovanie rotacie Zeme) alebo slne¢nym
vetrom (plachtenie kozmickej plachetnice). Vybrali sme si vsak tak,
aby jav (pohyb po trajektorii), ktory chceme Studovat, ostal vcelku
nedotknuty ustanovenymi zjednuseniami.

Ulohu velmi efektivne zrie§ime, ak si spomenieme na Keplerove za-
kony a zékon zachovania energie (mechanickej, pravdaze). Mali by sme
si teda pripomenut prvé dva Keplerove zdkony v ich si¢asnom zneni,
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tie sa nam budu hodit. Platia pre ststavu pozostavajicu z dvoch hmot-
nych bodov, ktoré na seba posobia prostrednictvom potencialu tvaru
U(r) = —% kde sa uvazuje x > 0.2

e Kazdé z telies sa pohybuje po elipse/parabole/hyperbole?, v ktorej
ohnisku (resp. v jednom z ohnisk) sa nachadza fazisko sustavy.

e Pre kazdé z telies plati zakon zachovania momentu hybnosti vzhla-
dom na tazisko sustavy. Konkrétne, pre zlozku momentu hybnosti
kolmt na rovinu pohybu telies* dostaneme zndmu formuléciu o
konstantnosti plochy opisanej sprievodicom telesa za jednotku
casu.

KedZe nas asteroid je zrejme o mnoho lahsi ako Slnko®, tak tazisko
sustavy je velmi blizko bodu, do ktorého sme skoncentrovali hmotu
Slnka. Inak je pocitanie bohatSie o jeden koeficient, avsak neposky-
tuje bohatsi zivot. .. To sa hovori. My sa o tom presved¢ime! Nech teda
hmotnost m je hmotnost asteroidu a M je hmotnost Slnka. RieSme
problém z taziskovej stustavy. T4 je vdaka horeuvedenym predpokla-
dom inercialna.® Kvoli prehladnosti zavediem konstantu k = MLJFm
Potom ak L je vzdialenost telies od seba, tak vzdialenost asteroidu
od taziska sustavy je r = kL. Vzdialenost Slnka od taziska stustavy
je R = (1 — k)L. Citatel by si mal premysliet, ze v taziskovej stistave
platia aj vztahy, ktoré vycita z obrazka.

asteroid

V obrazku st n a m jednotkové vektory v smere rychlosti oboch telies
vzhladom na fazisko (i navzajom), resp. v smere z faziska ku tele-
sam (1 v smere relativnej polohy), w je okamzita relativna (vzajomna)
rychlost telies a uhol 3 je v zadani spominany uhol, ktory zviera vek-
tor rychlosti u asteroidu (rychlost vzhladom na tazisko ststavy T')
so sprievodi¢om. Vektor U je rychlost Slnka vzhladom na 7. Tu si

ZNapr. pre gravitaciu podla Newtona plati K = GmM, kde G je gravitaéna konstanta a m, M st
hmotnosti oboch telies.

3Patologické pripady, ked sa telesd pohybujt iba po priamke k sebe alebo od seba sa daju chapat ako
limitny pripad tychto ,slusnych® kuzeloseciek.

4Kazdy by si mal dokladne premysliet, preco sa cely pohyb d4 umiestnit do roviny!

5Zvycajne to tak byva, ale ktohovie, &oho sa este doZijeme. ..

Cize je v rovnomernom priamoé&iarom pohybe alebo v pokoji vzhladom na vsetky ostatné inercidlne
vztazné ststavy.



treba premysliet aj to, Ze uhlova rychlost pohybu oboch telies okolo
ich spolo¢ného taziska je jedna a t4 isté, w.

Druhy Keplerov zdkon ndm d4 rovnicu L?w = konst. Nase tvrdenie
podporime obrazkom

<-——__asteroid

z ktorého vidime, Ze plocha opisana sprievodi¢om asteroidu (ktory
zadina v fazisku) za ¢as At je rovna 3r(r + Ar)sin Ap.” Kedze ¢a-
sovy interval At moézeme volit Tubovolne maly, tak aj Ar a Ay buda
prislusne malé. Potom mdZeme plnym pravom pouzit aproximéciu
sin Ap ~ Ayp. Ked sa obmedzime na ¢leny, ktoré zéavisia od At iba
v prvej mocnine®, tak ndm ostane plocha 37*A¢. Teda rychlost opiso-

. . .\ . . . 2

vania’ plochy sprievodi¢om asteroidu je lim gﬁf = %7“200 = %kZsz.
At—0

Pricom vsak na urcenie rychlosti opisovania plochy sprievodic¢om mo-
zeme s uspechom pouzit vektorovy sucin (pomdz si pripadne prvym

. o 1 1 _ 172 :
obrazkom), totiz je to Alglom r x (Atu)| = 5 |r x u| = 3k°Lwsin j.
Porovnanim vztahov dostavame Lw = wsin 3. Hned teda vidime, Ze

. . ozn. , v/ v

podmienka (I) L2w = konst = dvsina "=" K nam zaru¢i konstantnost
,opisovania® na prijatelnej urovni. :-)

Zakon zachovania (mechanickej) energie nam da rovnicu (II)

Erneeh = %mug — %MUQ — GMTm
1 5, GMm
—gM L
1 L?w? GMm
B 5“811125 L
Mm

kde y je takzvana redukovand hmotnost, y = 7" Pritom zo zadania

(spomenme si na zadané udaje d, v, a) vieme, zZe
1 o GMm

Emech — 5/“} - d

Prvy Keplerov zakon nam da obraz toho, ako situacia vyzera. Ak
telesd obiehaji po uzavretych krivkach (elipsach), tak pohyb vyzera
zhruba ako na obrazku.

" Ak zanedbame obltkovitost trajektdrie, ¢o viak regulérne mozeme, lebo nés zaujima At — 0.

8Vyssie ¢leny nas nezaujimaju, lebo plochu opisant sprievodi¢om dostanem tak, Ze plochu, ktort opise
za Cas At predelim tymto ¢asom a urobim limitny prechod k At — 0.

9To vzniklo sponténne! :-)



asteroid

Sinko

Tento obrazok ndm hned aj dava navod, ako zistit vyznac¢né charak-
teristiky pohybu. Totiz, hladajme také body trajektérie asteroidu, v
ktorych je sprievodi¢ kolmy na rychlost (a teda aj doty¢nicu a plati
B =75 =sinf=1= w= Lw) - pohladom na mozné kuzelosecky zis-
time, Ze takto celkom uréite ziskame tdaje o vrcholoch!® drahy. Ukaze
sa, ze iné body tuto vlastnost nemaji. Dosadenim za w z rovnice (I)
do (II) dostanem kvadratick rovnicu pre L

uK?  GMm
212 L

ktorej diskriminant je (dosadim za K a F,,.., a upravim)

Emech —

D = (GMm)* + 2uK*Epeen,
(GMm)?* — 2GMmpudv? sin® a + p2d*v* sin® o,
(GMm — pdv*sin a)? + 2udv?® sin a1 — sina) > 0.

RieSenie rovnice je Lj o = W pre E # 0.

Zrejme nas interesuju iba kladné riesenia.

e D4 sa priamo ukazat!!, ze ak F,.; < 0, tak obe rieSenia st

kladné. Suvisi to s tym, Ze telesd nemaju dost energie na to, aby
sa od seba mohli vzdialif lubovolne daleko!?. Jedin so ,slusnjch®
kuzeloseciek s takouto vlastnostou je elipsa a td4 ma 2 vrcholy.

e Pre F,,.., = 0 je rieSend rovnica linedrna a jej riesenie je L =
pd?v? sin® o . foe .. ,
Sairn— - Irajektoria je parabola. V limite pre L — oo sa telesa

prestant hybat. Pohyb nie je periodicky.

e Pre F, .., > 0 sa da ukézat, Zze kladné rieSenie je prave jedno.
Trajektoria je hyperbola. V limite pre L — oo sa telesa neprestant
hybat. Pohyb nie je periodicky.

10yrchol kuzelosecky nazjvam bod, v ktorom mé krivka najvaésiu krivost.

1 Citaj: ,Odportcam prekonaf odpor, sadnif si za stél a presvedéit sa o tom ruc¢ne-struéne. A kto s tym
bude mat problém, nech sa ozve! (Aj tak sa nikdy nikto neozve...)“

12Na to by museli mat celkovi energiu nezapornd, lebo ak by sa aj v limite nekoneénej relativnej
(vzéjomnej) vzdialenosti nepohybovali, tak by museli mat aspoil potencidlnu energiu pre L — oo a ta je
nulova.



RIESENIE: Zrejme ak E,,., > 0, tak pohyb nie je periodicky, ¢o
forméalne moéZzeme zapisat T = co. Ak FE,..n < 0, tak trajektéria je
elipsa, u ktorej poznam vzdialenosti L, Ls oboch vrcholov od jedného
z ohnisk. Potom velkost hlavnej polosi elipsy asteroidu je a = k% a
excentricita je e = k% Velkost vedIajsej polosi je b = va? — €2 =
kv/L1Ly."3 Teraz uz viem lahko vyjadrif periédu obehu, lebo plocha
elipsy asteroidu je S = wab a rychlost opisovania plochy sprievodi¢om
asteroidu je 3k?K = Lk*dvsin o = konst, teda

T mab 2rG(M + m) d "
sk*dvsina 2G(M + m) — dv? ’
d 3/2

Zrejme naozaj ak m < M, tak mdzeme vyraz M + m nahradit hmot-
nostou Slnka M. VSimnite si, Ze vysledok nezévisi od uhla a.

Este jeden maly detail sme si nechali na zaver. Totiz ak o = 0 alebo
a = m, tak sa pohyb realizuje po priamke. Ak v naSom pribliZeni
hmotnych bodov ignorujeme moznost pripadnej zrazky, tak by sme
malu riesit diferencidlnu rovnicu

d?r GMm
F=mgpp=—"7 =t
¢iZze rovnic L2d2L GM

iZe rovnicu = —
di? k

dL(0)
Sdt
Téato rovnica by podla takej nasej fyzikalnej intuicie mala mat riesenie
az po okamih prvej zrazky (t.j. situéciu, ked L = 0) zhodné s rieSenim
keplerovskym v limite pre « — 0. Neskdr je to uz celkom obskurna

= .

s podmienkami L(0) =d, k

zalezitost, kedZe rovnica ma v bode L = 0 singularitu. Sndd nem4
velmi zmysel hovorit o tom, ¢o by bolo, keby sa nase hmotné body
predsalen nezrazili a preleteli cez seba. Fyzikalne je ovela zaujimavejsie
uvazovat pohyb elipticky a zvazit limitu, ked b — 0 (resp. a — 0).
Totiz pohyb presne po priamke mé prakticky nulova pravdepodobnost.
Tym sme hotovi!

13Na vypocet b mozno s vyhodou pouzit Vietove vztahy. Pre neznalcov ich uvediem aj so struénym
odvodenim: Nech mé kvadraticka rovnica (I.) az® + bz +c = 0 (a # 0) nezaporny diskriminant. Potom m4

2 redlne korene, ozna¢me ich z1, z2 (nevylucujeme rovnost). Zrejme sa teda rovnica (I1.) d4 zapisat v tvare

0=a(zx—z1)(z —x2) = az?® — a(z1 + x2)x + ax1z2. Porovnanim s péovodnym tvarom nédjdeme Vietove

__pK?
2Emech

vztahy pre korene kvadratickej rovnice, totiz a(x1 + x2) = —b;ax1x2 = c. Preto plati L1Ls =
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FX3 Pruzinky (Opravoval Bzduso)

Samo nasiel N rovnakych teliesok s hmotnostou m, N + 1 pruZi-
niek s tuhostou k, a jednu priamku. PruZinky teda pospdjal za seba na
priamku a medzi kazZdée dve nasledujice upevnil jedno teliesko. Zaciatok
prvej pruzinky a koniec poslednej pevne zafizoval, ale telieska nechal

volne pohybovat po danej priamke. Na obrdzku vidite ndkres situdcie
pre N = 2:

(a) Urcte periodu vSetkiyjch harmonickijch pohybov, ktoré maoze sistava
vykondvat, pre N = 2.

(b) Urcte periddu vsetkych harmonickych pohybov, ktoré moze sustava
vykondvat, pre N = 3.

(c¢) Kvalitativne popiste, ¢o sa bude diat pre vicsie hodnoty N.

Cast (a)

Pre zaciatok si v pamiiti ozivime standardnii konvenciu, ze ¢asové
derivacie oznacujeme bodkami nad derivovanou veli¢inou. Potom na-
priklad zrychlenie, ¢ize druha derivacia polohy, bude a = .

Dalej sa zamyslime, aké harmonické pohyby by mohli nastat. Ked
trochu popremyslame, hned ndm napadne jeden: Mohlo by to celé
kmitat stredovo symetricky. Potom sa da Spekulovat dalej. Ako ale
postupovat, aby sme si boli isti, Ze mame vSetky rieSenia? Treba si
dat pozor, pretoze zavazia modzu mat vo vSeobecnosti roézne amplitady
a r6zny fazovy posun.'4

Zvolime teda inu taktiku: Pouzitim Newtonovho zakona vydolu-
jeme pohybové rovnice a spravime ansatz!®, tj. do pohybovych rovnic
dosadime rovnice pre harmonicky pohyb. To je taktika. Pre zaciatok
sa dohodnime na stradniciach. Tie budeme pocitat vzhladom na rov-
novaznu polohu podla obrazka:

X X7

NP SR

' Alebo nie? Zamyslite sal
157 nemeckého der Ansatz.




Aké sily posobia na telesé pri vychylkach xy, x97 Lahko sa presved-
16

Cite, ze
Fl = —]{3$1+1€($2 —xl)
F2 = —]{3$2 — ]ﬂ(xz — xl),

kde teda F; a F, je vysledné sila posobiaca na lavé a pravé teleso.
Po vydeleni hmotnosti a vyuZiti substittcie k/m = w} dostavame
pohybové rovnice

T = —2w3x1+w§x2

Ty = —2w§x2+w8x1.

Lala, rovnice spriahnutych oscilatorov. Uz vieme, ako vyzeraju. :-)

Potialto ziaden problém (snad tie dve bodky neposobia odstrasu-
juco). Teraz prvy netrividlny ndpad, spominany ansatz. Vieme, Ze hla-
dany harmonicky pohyb musi byt popisatelny rovnicami

z1(t) = xypmcoswt
To(t) = oy cos(wt + ),
kde w = 27/T je uhlova frekvencia harmonického pohybu, z1,, a xa,

st amplitidy pohybov zavazi a ¢ je fazovy posun kmitov prvého telesa
oproti druhému. Vsimnite si, ze pre druhé derivacie automaticky plati,

7e ¥ = —w?x;. Po dosadeni za druhi derivaciu dostaneme
—w2x1 = —2w(2)x1 + ngg
—Wlry = —Qw?)xQ + w%xl.

Co vlastne chceme spocitat? Periédu. To znamené, ze uhlova frek-
vencia nam ako rieSenie celkom staci. Vsimnime si, ze z tejto stustavy
vieme elegantne vylucit premenné x. Staci si vyjadrit x9 pomocou
z druhej rovnice a dosadit do prvej z nich. To znamené

Wy

Ty = —5——T
2w — w?

1

a odtial'”

2 2 Wy
—w Ty = —2w5T1 + 57551
2wy —w

16Také isté rovnice by nam vysli dokonca i v pripade, ked st v zékladnom stave pruziny natiahnuté.
Premyslite si to!
"Mimochodom, vsimnite si, Ze z tohoto uz vyplyva ¢ = 0 alebo ¢ = 7.
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Rovnicu mézem smelo vydelit premennou x;'® a po drobnej tiprave
dostavame bikvadratickt rovnicu

wt — dwiw? + 3ws = 0.

Odtial Tahko nahliadneme (kedZe w musi byt kladné), Ze existuju
dve rieSenia w; = wy a ws = v/3wy. Z toho vieme Tahko dopodcitat aj
periédy harmonickych pohybov.

Pristavme sa vsak eSte na chvilu pri probléme, ako z tychto uhlo-
vych frekvencii uréit, ako bude najdeny harmonicky pohyb vlastne
vyzerat. KItcova je, ako inak, rovnica, ktord dava do stuvisu 7 a 9. Z
nej vidno, ze pre jednotlivé vypocitané w bude pre vychylky v kazdom
¢ase platif z; = x5 (pre w = wy), resp. ;1 = —x3 (pre w = v/3wy). A
problém je vyrieseny.

Skor nez sa touto metédou pustime aj do druhej casti tlohy, za-
myslime sa nad tym, ¢o by ndm asi vyslo. Budeme mat tri od casu
zavislé vychylky x1, x9 a x3 a je zrejmé, Ze budeme mat o kus viacej
roboty s vylucovanim dvoch z nich z rovnic. Napokon by sme dostali
rovnicu tretieho stupiia pre w? a ti by sme uz nejako vyriesili.

Cast (a) inak!’

Ukézeme si eSte iny postup, ktory sa ukazuje byt uzitoény najméi
pre vic§ie pocty zavazi. Ide o to, Ze pohybové rovnice mozem prepisat
(pomocou maticového nésobenia) do tvaru

i1\ [ —2wi W T
Ty ) wi  —2wk xo )

Ten stlpec z-ov nie je ni¢ iné, nez stipec ¢isel (zavislych od casu),
tzn. mozno ho interpretovat ako vektor (zavisly od ¢asu), ozna¢me ho
x. Maticu, ktorou je vektor nasobeny moézeme oznacit ako A. Pohyb
zavazi je potom popisany rovnicou

X = Ax.

Toto sa az na forméalne znamienko dost podoba na rovnicu linear-
neho harmonického oscilatora (LHO), v rovnici je vSak skrytych ovela
viacej ¢isel, nez je napisanych.?’

18Ty by mohol nastaf problém, pokial sa x; préve rovna nule. Je to funkcia od &asu a v niektorych
casoch bude aj nulova. Korektnd argumentacia je, ze sucin funkcie 1 a nejakého konstantného vyrazu je
rovny nule. KedZe hladdme rieSenie, ked z1 je v nejakych casoch rézne od nuly, konStantny vyraz za x1
musi byt rovny nule.

YPoriadnejsie vas tento postup naudi na vyske docent Fecko na teoretickej mechanike.

20pokial by ste teraz hadali rieSenie rovnice ako x = X, sin (—At), tak sice sikovne hladédte analdgiu, ale
vo vysledku mate sinus matice. Sami uznéte, Ze to vyzera akosi obskirne. Analdgia s LHO samozrejme
existuje, ale budeme ju hladat inak.
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Teraz aplikujeme ten isty ansatz, ako v prvom spésobe. To zna-
mena, ze

5.131 = —w2x1

S.Ifg = —wsz,

¢o sa da zapisat ekvivalentne maticovo

T 2 [ X1 2( 10 T
. w
T2 I9 01 I9

alebo este inak

%X = —w’yx,

kde magicky znak Iy je jednotkova matica rozmeru 2 x 2.

Pointa je, Ze pohybova rovnica mé v skutocnosti tvar x = Ax,
avSak nie pre kazdé x sa d& prepisat na prave odvodeny tvar, tj. na
tvar popisujuci harmonicky pohyb. Nas ale zaujimaju prave tie, ktoré
sa daju! Pre tie musi platit rovnost

Ax = —whx
(A+w2]12)x =0

Slovami: Matica krat vektor je nulovy vektor. Tu mi ako fakt musite
zobrat vedomost, Ze ak nenulovy vektor nasobeny maticou dava nulovy
vektor, tak determinant tejto matice musi byt nulovy.?!

A staci uz len spocitat. Determinant matice budeme oznacovat zvis-

vas nauci az na vysokej skole. Napriek tomu naznak jedného z nich uvediem:
Definicia determinantu je hrozostrasnd, jeho vlastnosti st ale povabné. Ak sa obmedzime na Stvorcové
matice A, B, tak plati

det (A-B) =det(B-A) =det Adet B

Inverzna matica A~! k matici A je taka, Ze sucin A-A~! = A7* A = I. Na zaklade vlastnosti determinantu
na sacine to ale znamena, ze

det Adet A™' =detl =1,

kde posledna rovnost, tj Zze determinant jednotkovej matice je 1, zatial vezmime ako fakt. Determinant
je cislo, ktoré vznikéa ako vybrana kombinécia stic¢inov prvkov matice, teda pre redlne matice je to realne
Gislo. Ak m4 vSak matica A determinant rovny nule, tak jej inverznd matica by mala mat nekonecne velky
determinant. Skutoc¢nost je takd, ze inverzna matica k nej ani neexistuje, tj. neexistuje matica B takd, Ze
B-A=1L

Vezmime si rovnicu (A + wzﬂz) x = 0 a nisobme zlava obe rovnice maticou M inverznou k ozatvorkova-
nej matici. Tak v lavej Casti rovnice dostavame I2x = x, v pravej M - 0 = 0, ¢iZe rovnica nadobudne tvar
x = 0. My ale chceme nenulové riesenia. Tie zrejme mozu existovat, len pokial poslednt ipravu nemozno
urobit, teda pokial neexistuje inverzna matica k M, teda pokial jej determinant je nulovy. O

12



Iymi zatvorkami, podobne ako absolttnu hodnotu. Dostdvame 22

0 = |A+ D
| 2w + w? w3
B w3 —2w3 + w?

2
= (w2 — 2w(2)) — wj.

Tato rovnicu sme uZ raz riesili. RieSenia st w; = wy a wy = v/3wy.
To nadm ako rieSenie staci. Keby sme chceli najst vektory vychyliek
prislichajacich uhlovej frekvencii w;, tak staci si rozpisat vektorovi
rovnicu (A + w?]IZ) x = 0 do komponent a tak najst vztah medzi z; a

.23

Cast (b)

Kto chce, mdze si to znova prepocitat prvym uvedenym postu-
pom. My ostatni si vyskuSame novonauceny postup. Vychylky zavazi
si oznacime uplne analogicky pismenami z1, s, x3. Lahko sa presved-
¢ime, ze

.fl = — 2&)8.%1 + w%m
Iy = + win — 2wl + wirs
I3 = + wWiry — 2wirs

To je v maticovom zapise ekvivalnentné s

T —2wt Wi 0 T
- _ 2 _ 9.2 2

I9 — CUO CUO WO I9
€3 0 wi 2w xs3

Ozna¢me maticu ako A, stlpec vichyliek ako x. Hladdme linearne
harmonické pohyby, ansatz nam preto dava #; = —w?z;. Pri druhej de-
rivacii teda treba kazdi zlozku vektora x vynéasobit éislom —w? a preto

22Pripomefime si, ze determinant matice v zévislosti od jej rozmeru sa poéita ako

a1l ai2

2xX2 ...
a1 a2

‘ = a11G22 — 12021

a1l a2 ais
3 x3 . a21 a2 a23
a31 asz2 ass

+ aiia2a33 + ai2023a31  +  G13021032
—  @31Q22013 — (32023011 — (33021012

nxn ... detA= Z?:1 aij(—1)"7 det M;;,

kde ¢ oznacuje Tubovolne zvoleny riadok a kde v poslednom riadku M;; oznaduje maticu rozmeru (n —
1) x (n — 1), ktord vznikne z A vynechanim i-teho riadku a j-teho stipca. Posledné rekurentné urcenie
determinantu sa vo vyssich kruhoch nazyva Laplaceov rozvoj determinantu (podla i-teho riadku).

23 Gratulujem! Préave ste sa nauéili hladat takzvané vlastné &isla a vlastné vektory matice A. Koho by to
zaujimalo viacej, moze hladat na internete. Anglicky preklad eigenvalue a eigenvector tiez pochidza z
nemdiny.
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%X = —wx. Ak toto vSetko zhrnieme do jednej rovnice, dostavame

—w’x = Ax.

Lavi stranu rovnice mozno prepisaf na —w?I3x. Poprestivanim ¢le-
nov rovnice dostavam

(A -+ w2113) x = 0.

Povedali sme si, Ze nenulové rieSenia x tejto rovnice existuju len
pokial je determinant matice, ktorou sa x nasobi, nulovy. Teda

det (A + w’I3) = 0.

Teraz si ukdZeme, ako mozno pouzit pod ¢iarou spominany Lapla-

124

ceov rozvoj determinantu. Pre matice 3 X 3 a pri vybere i = dava

napisand rovnica vztah

a1 ai2 ais
. 22 23 21 @23 a21 22
o1 Q22 (23 | = A11 — a12 + a3 ;

aszs as3s as; ass as; as2
az1 az2 ass

pricom spocitat determinant matice 2 nie je Ziadna velkd veda. Po-
¢itanie sa eSte znacne zjednodusi vdaka niektorym nuldm v matici.
Po nevelkom trapeni dostaneme z podmienky nulového determinantu
rovnicu
(w2 — 2w8)3 = 2w (w2 — 2w(2)) :

RieSenia najdeme rychlo. Prvé nastava, ak sa zatvorky vlavo i vpravo
rovnaju nule. Dalsie dve riesenia dostaneme vydelenim rovnice touto
zatvorkou a odmocnenim. To znamena:

2 _ 2
w] = 2wy

ws = <2+\/§>w(2)
wi = <2—\/§>w8.

Periodu jednotlivych harmonickych pohybov doratame jednoducho
ako T; = 2m/w;. UkdZeme si eSte, ako vyzeraji najdené pohyby. Za-
¢neme s wi. Ma platif rovnica (A + w%ﬂg) x = 0. Tak dostavame (po

vydeleni oboch stran) rovnice w:

010 1 0
101 z | = 0],
010 3 0

24Tzn., 7e rozvoj robime podla prvého riadku. Mozno si, samozrejme, vybrat hociktory riadok a vysledok
bude ten isty.
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¢o po rozpisani do komponent vedie na rovnice

T9 — 0
r1+x3 = 0
Ty — 0

Z toho, Ze jedna rovnica sa nam tam zopakovala dvakrat, si netreba
robit tazka hlavu. Pekne z rovnic vidime, Ze stredné zavazie stoji a
favé s pravym kmitaja stredovo symetricky. Vektor vychyliek mozno
preto zapisat ako

X =2, (1,0,-1),

kde x,, je zvolena amplituda.
Dalej pre wy. Tym istym spésobom prideme k

V2 1 0 ) 0
1 V2 1 e | =10
0 1 \/5 s 0

To sa da znova rozpisat do komponent a riesit ako sistavu 3 rovnic
o 3 nezndmych. 2 Vyjde, Ze vektor vychyliek je (zapisané ako riadok)

X = Ty (1,—\/5, 1) :

Napokon, ¢o to robi pre wy: Uplne analogicky prideme k rovnici

-2 1 0 ) 0
1 =2 1 ze | =10 |,
0 1 —\/5 T3 0

¢o vedie na vychylky

X:xm<1,\/§,1>.

Cast (c)
Ak sa obzrieme na doterajsie rieSenie, napadne nam, Ze pre velké
N by malo existavat N réznych harmonickych pohybov (tzv. mddov).

ZKomu nie¢o vravi Gaussova eliminacnd metdda, staéi riesif ststavu s rozsirenou maticou (M| 0), tzn.
v tomto pripade

V2 1 0o
(1 V2 o1 0).
0 1 V2|0




Skutocne je to tak, dokazovat to vSak nebudeme.?® Méze sa stat, Ze
niekolko réznych modov bude mat rovnaka uhlovia frekvenciu. Este
by som vSak rad poukéazal na dve zaujimavosti. Tak skiisme zapocat
vseobecné riesenie.

Ak za¢neme hladat pohybové rovnice, zistime, Ze zrychlenie neja-
kého konrétneho zavazia v .danom momente zavisi len od jeho okam-
zitej polohy a od okamzitej polohy jeho susedov (len pruziny medzi
nimi nan pdsobia nejakou silou). Lahko sa presved¢ime, ze vysledné
pohybové rovnice mozno prepisat do tvaru:

. 2 2

i —2wy w0 ... 0 ( T
. 2 _2 2 2 .

T3 | = 0 wg oo 0 3
' : —2w3 WA 1

Maticu ozna¢me ako A,,. Ak sa pustime do hladanie linearnych har-
monickych pohybov (vlastnych ¢isel matice!), budeme riesit rovnicu
det (An -+ wQ]In) = 0. Oznaéme este A4,, + w1, = B,,.

Prva zaujimavost je toto: Ak si spravime Laplaceov rozvoj determi-
nantu podla prvého riadku, dostaneme len dva ¢leny (pretoze v prvom
riadku st len dva nenulové ¢leny). Avsak ¢o dostaneme, ked v B,, skrt-
nem prvy riadok a prvy stipec? Dostaneme B,_;. Zadina to vyzerat
fajn.

Dalsi nenulovy ¢len je v druhom stlpci, pri viypocte ¢lena pri fiom
treba v B,, skrtntf prvy riadok a druhy stipec. To uz nie je taka pekna
matica, ale ak si viimneme, Ze v jej prvom stlpci je len jeden nenulovy
prvok, tak mézeme urobit rozvoj aj tohoto determinantu podla prvého
stipca. A ¢uduj sa svete, zrazu tam vyjde matica B,_s. Skuste si to
napisat na papieri. Malo by vam vyjst, Ze

det B, = (w” — 2w() det B,_1 — wy det B,,_»

To znamen4 asi tolko, Ze pokial mam vyrieSeny problém pre N =
n—2a N =n—1, lacno ho vyriesim aj pre N = n. Skuste si teraz
sikovne odvodit, Ze uhlové frekvencie pre N = 4 st

Wyt = (2 /3 (3 \/3>> W2

26Bolo by potrebné sa odvolavat na vetu o hlavngch osiach, ktori je dost obscénne vediet uZ na strednej
skole.
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Dalsou zaujimavostou méze byt, ¢o robi tento systém pre N — oo.
Vtedy mé lepsi zmysel skiimat pocet dN mddov prislichajicich na
interval (w; w + dw), teda akutsi hustotu modov g(w) = dN/dw. To, ¢o
by sme takto ziskali, by boli predpovede klasickej fyziky o spravani
redlneho jednorozmerného krystalu.?”

Dé sa ukazaft, Ze v zadanej limite plati vysledok:

NeZ e (0, 2wp)
w & (0, 2wy)
O jeho odvodeni uz ale naozaj inokedy. Mimochodom, vSimnite si,

ze N = [g(w)dw = N, celkovy pocet médov sa aj v limite rovna
poctu zavazi.

2TA dostali by sme len do uréitej miery spravny vysledok, pretoze svet sa riadi zékonmi kvantovej fyziky.
Pre ”atémy na pruzinkach”, ktoré st dost malé, ma kvantovanost vyrazny vplyv.
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Vysledkova listina FX po prvej sérii.
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# Riesitel FX1 FX2 FX3 >
1. Eugen Hruska ) 3.5 3 11.5
2. Maria Kieferova 5 2 10
3. Jan Bogar 3 3 1.5 7.5
4. Katerina Honzakova 2 5) - 7
5. Martin Polacko 3 1 2 6
6. Peter Vanya 2 3.5 - 5.5
7. Prabhat Rao Pinnaka - - 2 2
8. Adam Mohammad - 0 - 0

Michal Zajacek 0 - - 0



