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RieSenia 2. kola zimnej Casti

2.1 Jandi biliardista

Zadanie. Janci mal planétu, ktord sa pohybovala v radidlnom potencidli V(r) = 4. Popiste rozne rezimy pohybu
planéty v zavisloti od pociatocnych podmienok a parametrov systému.

Ndpoveda: Rieste pohyb pre velicinu + v zdvislosti od uhla.

RieSenie. (Autor rieSenia: Janci) opravuje Janci ( )

//////

Dufali sme, Ze vam tato uloha pomoze pri rieSeni tazsej ulohy “Jakub mal sen” z prvej série. Vypozi¢ajme si z Ja-
kubovho vzoraku pohybové rovnice pre planétu v centrdlnom poli: vzdialenost od stredu splia

. A 5
mr—;+mr<p,

zatial ¢o pohybové rovnica pre uhol hovori, Ze sa zachovdva moment hybnosti
L = mr*¢.
Hlavny trik je spomenuty v napovede, ozna¢me teda
u=1/r

a pomocou pravidla o derivovani zloZenej funkcie skusme vyjadrit diferencialnu rovnicu pre u(¢). Rychlo sa to
da spravit nasledovne:

dr drdudp 1du L L du

dt dudpdt w2domrr mde
Druhu derivaciu spocitame podobne

dr dep ddr  L* du

ar  dtdedt  mPrde?

Dosadime do pohybovej rovnice pre a dostaneme

> Pu A 12

— +mr ,
mr? de* 13 m2r?

alebo

d*u (mA . 1)

— ==\ u.

dg? L?
Vysledok z4visi na konstante 2% + 1, konkrétne jej znamienko uda, ¢i st rieSenim trigonometrické, hyperbolické
alebo linearne funkcie:



mailto:jan.pulmann@gmail.com
mailto:otazky@fks.sk
https://www.fx.fks.sk/

Riesenia 2. kola zimnej Casti ‘ é@é

Ak je tato konstanta kladnd, tak preto, lebo A je kladné (odpudiva sila) alebo zaporné a blizke nuly (slaba
pritazliva sila v porovnani s momentom hybnosti). VSeobecné riesenie je vtedy trigonometricka funkcia

u(p) =acos(s(p—¢y)) kdes=1/ YZ—? +1

ktoré je platné pre rozsah uhlov ¢ tak, aby bol argument kosinusu medzi —7/2 a 7/2 (plus 2kn). Nezabud-
nime, Ze nds zaujima veli¢ina r = 1/u: planéta teda prileti z nekonecna z nejakého uhla, obleti stred a odleti
do nekonecna.

v,,,"cos(gb/Z)» v m

w1
_cos(2¢)

o Akje 24 +1 =0, dostdvame

u(e) =agp+b,
teda $piralovy pad do (alebo odlet zo) stredu. Specialne pre a = 0 dostavame kruhovy pohyb.



https://www.fx.fks.sk/
mailto:otazky@fks.sk

‘ é@é Riesenia 2. kola zimnej Casti

-

=y

<=

« Akje 22 + 1 zdporné, dostdvame

A
u(p) =ae’® +be™?, kdes=y/- (m_ + 1),

LZ

¢o sa da alternativne vyjadrit pomocou hyperbolickych sinusov a kosinusov. Takato linearna kombinacia sa vy-
nuluje maximalne raz, dostavame teda bud pohyb “nekonecno--stred”, alebo “stred--stred”.

1
sinh(qﬁ)‘ ",

2

I
cosh(¢+m/2)

Tieto trajektorie, vykreslené v radidlnych sturadniciach r(¢), sa nazyvaju Cotesove $piraly, po Newtonovom ka-
maratovi Rogerovi Cotesovi.
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2.2 Dominik zvara¢é

Zadanie. Dominik pozvdral 3 navzdjom na seba kolmé nekonecné vodivé plochy (x =0, y = 0 a z = 0). Do polohy
(x, y,z) poloZil ndboj Q (stiradnice x, y a z sii kladné). Akd je potencidlna energia ndboja Q voci nekonecnu?

Riesenie. (Autor rieSenia: Dominik) opravuje Dominik ( )

HIaddme elektrostatické pole v okoli ndboja Q, ktory je pri vodivych plochach. Pritomnostou naboja Q sa vo vo-
di¢och naindukuje tieniaci naboj, a to tak, aby vodivé plochy boli ekvipotencidlnymi hladinami. Totiz ak by na
nich nebol vSade rovnaky potencial, naboj vo vodicoch by tiekol az dovtedy, kym by sa potencial nevyrovnal. My
predpokladame elektrostatiku, takze vsetky polia a naboje st uz ustalené.

Mame teda riesit Poissonovu rovnicu (modulo konstanty)
Ap=p (2.1)

pre potencial ¢ v oblasti x, y, z > 0 s nabojovym rozlozenim p a s okrajovou podmienkou ¢|oir,; = 0. Vdaka linearite
ma takato tloha jednoznac¢né rieSenie a na jeho ndjdenie mozeme pouzit nasledovny trik. Namiesto vodivych
ploch si predstavime fiktivne naboje kdesi mimo pdvodnu oblast. Novou tlohou je potom zvolit ich tak, aby sme
splnili okrajovi podmienku. Potom takato konfiguracia nabojov musi byt to spravne a jediné rieSenie pdvodne;
ulohy, pretoze vnutri oblasti sme rozloZenie naboja nezmenili a na jeho okraji je podmienka splnena. Tento trik
sa vola metoda imagindrnych ndbojov.

Pre jednu nekonecnu vodivu plochu sa da Iahko nahliadnut, Ze imaginarny naboj bude mat rovnaku velkost ale
opacné znamienko a treba ho umiestnit ako zrkadlovy obraz skuto¢ného naboja. Staci si napisat ako vyzera po-
tencial takejto konfiguracie nabojov a presvedcit sa, Ze je nulovy na ploche kolmo prechadzajucej stredom spojnice
medzi nabojmi.

V pripade dvoch nekone¢nych ploch zvierajucich pravy uhol je situacia podobna. Za kazdd plochu si musime
predstavit jeden zrkadlovy naboj s opa¢nym znamienkom. Avsak to nie je vietko! KedZe mdme obe plochy naraz,
nase dva zrkadlové naboje by sa navzajom rusili. Preto treba pridat treti, ktory je zrkadlovym obrazom nasich
dvoch imagindrnych nébojov! Mame teda p6vodny nédboj Q v mieste (x, y) a imaginarny néboj Q v mieste (—x, —y)
a dva imagindrne naboje —Q v miestach (-x, y) a (x, —y). Opit sa d4 nahliadnut sprévnost rieenia, ked si napiSete
potencial od takejto konfiguracie a pozriete sa, kde je nulovy.

Nas vs$ak zaujima pripad troch kolmych nekonecnych ploch. Z predoslého uz polahky uhddneme spravnu kon-
figurdciu. Pre x, y,z > 0 madme ndboje Q v miestach

Q : (xay7 Z)) (xa _y> _Z); (_x)y: _Z), (_x7 _y) Z) > (2'2)
a naboje —Q v miestach

-Q: (=x1.2), (x,-¥.2), (%y,-2), (-x,-y,-2) . (2.3)
Kompaktne sa to da zapisat ako

ndboj (—1)"7**Q na mieste ((-1)x, (-1)'y, (—-1)¥z) ry . (2.4)
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Potencial od takejto konfiguracie nabojov vyzera nasledovne:

1 _1)\i+j+k
¢(r) = Q Z ( 1) : = (/50 + ¢ind > (25)

4rreg i,j,k=0 |r - rtjk|

a teda sa sklada z prispevku od skuto¢ného naboja ¢, (¢len s i = j = k = 0) a prispevku od imaginarnych nabojov,
tj. ndboja indukovaného vo vodivych plochach ¢;q (¢leny si+j+ k> 0).

Potencidlna energia redlneho néboja Q v mieste (x, y,z) je potom dana vztahom

= %quind(x,y, z). (2.6)

Plochy a naboj sa pritahuju, takze by mala vyjst zaporna. Po dosadeni do vzorca dostavame

Q? 1 1 1 1 1 1 1
Us——|-~--~--~ + + + - , (2.7)
lmeg\ x y z [+ [P+ V2+Z? [P+

¢o naozaj ddva zdporné hodnoty pre x, y,z > 0.

2.3 Jakub instalatér

Zadanie. Jakub mal trubicu (kruhovy prierez) s polomerom R a dizkou L (L > R). Cez trubicu pustal pod tlakom
p tekutinu s viskozitou p. Aky bol prietok Q,, ak uvaZujeme lamindrne priidenie a okrajovii podmienku, Ze sa te-
kutina neklze po povrchu trubice? Jakub vymenil trubicu za novii s tymi istymi rozmermi, ale z iného materidlu.

Ako sa zmenil prietok Q v novej trubici? Predpokladajte nestlacitelnii tekutinu.
Riesenie. (Autor rieSenia: Jakub) opravuje Jakub ( )

N4jst rieSenie dynamiky tekutin je notoricky velmi naro¢ny problém
Hlavnym ddévodom su turbulencie a turbulentné pridenie. Ak budeme postupne zvac¢$ovat rozmer, tak kazde
prudenie nakoniec je turbulentné. Ak je potrubie dostatocne malé alebo je prudenie dostato¢ne pomalé, tak
pozorujeme laminarne prudenie, teda pradenie tekutiny vo vrstvach, ktoré sa navzajom nemiesaju a iba po sebe
klzu. Vo vieobecnosti rezim pridenia je uréeny bezrozmernou veli¢inou menom Reynoldsovo ¢islo Re, ktoré je
definované ako

Re = pub ,

¢

kde p je hustota tekutiny, u je priemerna rychlost pridenia, D je priemer trubice (alebo iny charakteristicky rozmer
prudenia) a y je viskozita tekutiny. Zhruba, ak je Reynoldsovo c¢islo mensie ako 2000, tak je pradenie laminarne.
Ak je viacsie ako 4000, tak je prudenie turbulentné. Medzi hodnotami 2000 a 4000 je prechodny rezim, ktory ma
prvky lamindrneho a turbulentného pridenia.

(3.1)

! Ak tento vztah nepoznite, da sa odvodif napr. takto: namiesto tahania naboja Q z miesta (x, y, z) do nekone¢na budeme toto miesto
postupne nabijat z 0 az po Q. Kazdé zvicsenie naboja z g na q + dq stoji pracu ¢ina(q)dq - v elektrostatike néboj citi iba externé pole
$ina(Q)

Q

a nie svoje vlastné. Kedze ¢inq(q) zavisi linedrne od naboja, ktory ho indukuje, plati ¢ina(g) = q

jednotlivych prispevkov U = [* ¢ina(q)dg = 22442 [ 2 adg = 1¢:.4(Q)Q

. Celkovd praca je dand su¢tom
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Nastastie uloha vyzaduje lamindrne prudenie, ¢im sa popis prudenia zjednodusi. Kvoli tvaru trubice je idedlne
zvolit cylindrické siradnice r (rozsah od 0 do R), ¢ (rozsah od 0 do 27) a z (rozsah od 0 do L). Na zaciatku trubice
(z = 0) je tlak p, na konci trubice (z = L) je nulovy tlak.” KedZe sa prierez trubice nemeni, uvazujeme nestlacitelna
tekutinu a dlzka trubice je vyrazne vi&ia ako polomer, tak ns nezaujima, ¢o sa deje pri vstupe a vystupe z trubice
a mdzeme uvazovat, Ze pradenie bude v kazdom bode rovnobezne s osou z.

v(r,¢,z) =v(r, ¢, 2)e, (3.2)

KedZe je problém rotacne symetricky okolo osi z, tak velkost rychlosti v nebude zavisiet na uhle ¢. Takisto, sa nam
nikde v trubici tekutina nestraca, ani nevznika. Preto rychlost nezavisi na stradnici z.

v(r,¢,z) = v(r)e, (3.3)

Mozeme teda spojit Casti tekutiny s rovnakou rychlostou do spolo¢nych vrstiev, ktoré sa pohybuju pokope. Aksizo-
berieme tekutinu v Ar okoli polomeru r (teda medzival¢ie v rozsahu r — $Ar az r + 1Ar), tak na neho posobia tri
sily:

« tlakova sila na zaciatku trubice pAS = 2nrpAr,
« trecia sila na vonkajsom povrchu medzivalcia yd—” (r + lAr) S= /Ad—v (r + lAr) 2m (r + lAr) L,
« trecia sila na vntitornom povrchu medzivaléia —p 4" (r - 1Ar) S=-u (r - —Ar) 2 (r - —Ar) L.

Sucet tychto sil sa musi navzdjom vykompenzovat na nulu, kedZe tekutina nezrychluje, ani nespomaluje.
dv dv
0= 2ﬂrpAr+yd (r+ Ar) 27T(r+ Ar)L ha (r— —Ar) 27I(r— —Ar)L (3.4)

Ak posleme hrubku medzivalcia Ar — 0, tak moZeme vztahy nahradit ich diferenciélnymi verziami

dv 1 dv
Ar — dr, E(ri EAr):E(r) 3 d2 r) (3.5)
Po dosadeni dostaneme
0= [r + L(?’@-F@):IZHCZT (3.6)
S|P dr?  dr ’ :
z ¢oho vieme odvodit diferencidlnu rovnicu
d>v dv
pr+uL (rdrz dr) 0. (3.7)

*Realne tam nejaky tlak bude, ale délezity je iba rozdiel tlakov.

3Prudenie tekutiny zaleZi na okrajovych podmienkach. Okrajové podmienky na stenéch trubice su zadané, ale okrajové podmienky
na vstupe a vystupe trubice nie st zadané. Pre redlne trubice zélezi na tom, aky rychlostny profil “nalievame” do trubice. Toto prechodné
pridenie sa postupne pozdlz trubice ustali. Preto pre dostato¢ne dlhé trubice nema okrajovd podmienka na vstupe a vystupe vyrazny
vplyv na prudenie v trubici.

* Ak by sa rychlost menila so stiradnicou z, tak by veli¢ina | OR da v(r, z)2mrdr pre konkrétnu suradnicu z vravela o stratenom/priglom
prietoku tekutiny. Do sa d4 dosiahnut iba tak, ak -2 5,v(r,z) = 0 a teda rychlost nezavisi na z.
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MoéZzeme sa na fiu pozerat ako na rovnice pre premennt Y(r) = 2(r)

r—+Y=-—r. (3.8)

d p
—(rY)=—-=r. 3.9
dr (rY) [,tLr (3.9)
Preintegrovanim oboch stran dostaneme
i) --Lric, — v()--L4: C (3.10)
2ul 2ul r
Druhou integraciou Y = Z—: dostaneme funkciu rychlosti v(r)
v(r) —_ P piClnr+D. (3.11)
4ul

Pre nenulovti hodnotu C dostavame nefyzikalne nekone¢nt rychlost v strede trubice r = 0, preto musime zvolit
C = 0. Ostava nam iba jediny parameter D, ktory je uréeny okrajovou podmienkou na okraji trubice. Bez ohladu
na okrajovi podmienku je vSak rychlostny profil tekutiny kvadraticky s maximalnou rychlostou v strede (¢o je
v stladu s fyzikdlnou intuiciou).

Tekutina bez kizania

Ak sa tekutina neklZe na okraji (r = R), tak dostaneme nasledujl’lci kvadraticky rychlostny profil

v(R)=0, = v(r)= (R2 ). (3.12)
Celkovy prietok Qo tak dostaneme
I “1* mpR*
Q= [ 2nrv(r)dr= —P[ } _Z]o - 8};L' (3.13)
Spétnou kontrolou po dosadeni do Reynoldovho ¢isla dostaneme
3
Re = 22X (3.14)
4u’L

to znamena, Ze trubica musi byt dostato¢ne mal4, lebo od urcitého polomeru uz sa nebude tekutina spravat lami-
narne. Napriklad pre krv vo véacsine zZilach a tepnach dostaneme laminarne prudenie (az na aortu, kde uz moézeme
pozorovat turbulentné prudenie). Ak pustime vodu z kohutika pomaly, tak dostaneme laminarne prudenie. Ale
uz pri plnom prude dostavame turbulentné pridenie.

>Vo vieobecnosti, ak mame rovnicu v tvare % + P(x)y = Q(x), tak sa tento trik d4 vidy pouzit, ak rovnicu vhodne prendsobime
faktorom e/ P,
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Tekutina s klzanim

Ak sa tekutina kize a m4 nenulovii rychlost na okraji, tak gradient rychlosti na okraji je

gradv(okraj) = —(r =R)=Y(R) = ;Zi (3.15)

Mozeme si viimnut, Ze gradient na okraji je pre véetky trubice rovnaky bez ohladu na to, ¢i sa tekutina kiZe alebo
nie. Z gradientu vieme zistit rychlost na okraji a presne o tato rychlost sa zvysi rychlostny profil.

pbR P pbR
v(R) = —  y(r)= R* - (3.16)
(®=E7. ()= ry e B
Pre celkovy prietok Q tak dostaneme
3
Q= f 2mrv(r)dr = Qo + f 2rv(R)dr = Qo + pij = Qo ( Lf) . (3.17)

Tento vysledok sa da nahliadnut aj z iného pohladu. Okrajova podmienka kizania tekutiny sa d interpretovat tak,
7e trubica ma vicsi polomer R o hodnotu b a sprava sa ako trubica bez kizania (kedZe ak predizime rychlostny
profil pre r > R, tak dostaneme nulovt rychlost pre priblizne r = R+ b). KedZe ma tekutina na okraji skoro nulova
rychlost, tak skoro vobec neprispieva ku celkovému prietoku a tak prietok Q mézeme odhadnut tak, Ze pouzijeme
vztah pre Q, len namiesto R dostadime R + b.

4 4 4 4
np(R+b)*  7pR (1+b) L PR (1+4_b)

R

Q= =

(3.18)
8uL 8uL
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