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RieSenia 1. kola zimnej Casti

1.1 Jandi mal tien
Zadanie. Janci si pokojne vykracoval a zrazu ho oziabalo. O kolko klesne mnoZstvo energie dopadajiice na zem kvoli
zatmeniu Slnka v mieste, kde je zatmenie tiplné?
Uvazujte dva modely:
1. model s konstantnym vyZarovanim: Povrch Slnka vyzZaruje rovnomerne do kazdého smeru.

2. linedrny model s korekciou do prvého radu: Povrch Slnka vyZaruje ako

M:(l—u)+ucosw, (1.1)

1(0)

kde 1(y) je intenzita Ziarenia z povrchu Slnka pod uhlom y (merany od normdly) a u je fixny parameter
modelu.

Pre prvy model vypocitajte profil poklesu. Pre oba modely vypocitajte priemernii hodnotu poklesu pocas celého za-
tmenia a popiste zavislost priemerného poklesu na parametri u.

Predpokladajte, Ze:
o Slnko je gula,
o Slnko a Mesiac majii kruhovy obrys rovnakej velkosti,
o drahy Slnka a Mesiaca sti zarovnané a stred Mesiaca prechddza cez stred Slnka.
Riesenie. (Autor rieSenia: Janci) opravuje Janci ( )

Vyrie$me si najprv jednoduchsi model, bez parametra u. Na popis polohy Mesiaca pouzijeme stradnicu ¢ rovna
polovici vzdialenosti stredov kruhov: zatmenie za¢ina na t = R a Gplné zatmenie je pre t = 0.

20(t t
Szakr=2(ﬂR2£—t R2—t2) ,kde cos¢p = —.
27 R

Zakryta plocha Slnka je dvojnasobok plochy kruhového odseku:
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Slnko Mesioc

Obrazok 1.1: Suradnica t a plocha kruhového odseku

Vzdialenost t sa meni linedrne s ¢asom, a teda priemerny pokles vykonu je rovny priemernému relativnemu za-
krytiu. To sta¢i navyse pocitat od zac¢iatku zatmenia po Gplné zatmenie, kedze odkrytie prebieha symetricky.

Priemerny percentualny pokles vykonu je teda

2
f zakr / 1— t_ dt.
R 7TR2 " 7R R?
V prvom c¢lene pouzijeme vztah medzi ¢ a ¢, teda sin ¢d¢p = dt/R, aby sme dostali
y 2 /2 ) 2 2 /2 2
l.clen:—f $sin ¢ d¢:—([—¢cos¢]g +f cos¢d¢):—(0+1):—
wJo —_—— T 0 Vi

=(—¢cos¢) +cos¢

Druhy ¢len dava

R / 53
2. clen———f ! —%dt———/ \/l—st——[( )3/2]0_—%,

nech s=t2/R2

Spolu je teda priemerny relativny pokles vykonu za zatmenie

2 4
(1—1/3) =3 — = 42%.

Zatmenie, ktoré trva dve a pol hodiny, teda spdsobi pokles vykonu na jednotku plochy o priblizne 5.2M]J/m?,
ak uvazujeme dopadajuci vykon Slnka rovny 1360W/m? (skuto¢ny vykon je okolo 1000-1100W/m? kvoli rozptylu
v atmosfére, a teda aj pokles vykonu bude nizsi).

!Znamienka pri substitdcidch ignorujeme a poradie hranic integralu vzdy volime tak, aby sme dostali kladny vysledok.
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V komplikovanejsom modeli sa meni intenzita s polohou v slne¢nom disku podla

I(y) =Ip(1 —u+ucosy),

kde uhol y zavisi od vzdialenosti od stredu disku ako sin ¢ = r/R.

Slnko

Obrazok 1.2: Suvis uhla v a vzdialenosti od stredu slnecného disku r.

Uvazujme teda bod disku na polérnych suradniciach (7, ¢) a uré¢ime, ako dlho bude tento bod zakryty. Tento Cas
zavisi linedrne od b(r, ¢), $irky Mesiaca v tejto vyske, lebo presne této ¢ast Mesiaca zakryva tento bod".

Obréazok 1.3: Sirka Mesiaca b zakryvajiica dany bod Slnka.

Tato Sirka je rovna

b(r,p) =2/R> - r*sin* ¢

?Takto $ikovnd parametrizéciu si vsimol Richard Dudek.



mailto:otazky@fks.sk
https://www.fx.fks.sk/

Riesenia 1. kola zimnej Casti ‘ é@é

abod (1, ¢) je zakryty ﬁ ¢asu zatmenia. Celkovy strateny vykon je integral tychto prispevkov cez slnecny disk

b(r, I r2 rr
Istrata(u) B ‘/I;ruh I(V/) U)%ds B EO kruh (1 mur u\/l - ﬁ) \/1 - ﬁ 51n2 (Pds

Prejdime do kartézskych siradnic normovanych R, teda x = r/Rcos ¢ a y = r/R sin ¢, element plochy je R*dxdy

I(1-u)R? IyuR?
Istrata(u) = % / \/ 1 _ydedy+ OL; f \/1 —yz\/l —x? —yzdxdy
kruh kruh
Prvy integral je jednoducho
y=1 Vi 1 8
Vi-paxdy= [© 1=y [°axdy=2 [ (1= p)dy=2ly-yslh - .
fkruh yady = | N =)y =2ly-y35, =3
Druhy integral je komplikovanejsi, ale da sa vypocitat nasledovne
y=1 V12 x2
1_21_2_2dd:/ 1—2/ 1-y2)|1- dxdy = ...
[ =P = pdxdy V1 -—l-yz\l( y)( l_yz)x)’
Vo vnutornom integrale pouzijeme substiticiu & = x/1/1 — y* a dostaneme

= ! 1 2 112 ( plia 4 pmic)4
..:/ (1_y2)3/2f \/1_,§2d§dy:7_7/ (l_yz)mdy:gf COS4“da:7ETf (et +e )-
y -1 -1 - -

=-1 2 /2 /2 16
| S ——
plocha polkruhu y=sina

Rozvinme

(eia + e—ioc)4 — e4ioc + 462ioc +6+ 4e—2i¢x + e—4ioc
a v§imnime si, Ze len prostredny ¢len mé nenulovy integral cez [-n/2, /2], kedze ostatné ¢leny maju periodu
rovnu alebo zlomok dlzky tohoto intervalu. Pre celkovy integral, ktory pocitame, teda dostavame

6 3n?
= o——m=—.
216 16
Spocitali sme teda celkovy strateny vykon
I R? 8 3m?
Traa (1) = ~— (1 = u)= + u>—|.
() = = (( “)3 ”16)

Tento vykon musime podelit celkovym priemernym vykonom v pripade nezakrytého Slnka

r2
Iref(u) - ItOt(u) - —/l:ruh I(w, u)dS - IO ./l:ruh (1 e - F) dS

Jediny netrivialny integral je

r2 R r2 27R? 27R?
1——dS:2/ 1 - —rdr= —(1-7/R*)]& =
fkruh\/ R? TV RT3 [ o ==
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. Spolu teda dostaneme

Lut(ut) = IpR? ((1 —u)+ u%) .

Priemerny pokles vykonu je teda pomer

Istrata(u) _ (1 - M)%T + ”%T
Ler(u) 1-u+us

¢o sa meni od hodnoty 42% pre u = 0 po 44% pre u = 1.

1.2 Jakub mal sen

Zadanie. Jakuba zaujimalo, ako velmi je nds gravitacny zdakon vynimocny a ¢i neexistujii iné zdkony, ktoré by tiez
viedli k uzavretym periodickym draham. Predpokladajte, Ze Slnko stoji nehybne v strede suistavy a gravitacny poten-
cidl planéty V(r) zdvisi iba od vzdialenosti od Slnka r. Aké sii vSetky mozné funkcie V(r), ktoré vedii k periodickym
drdham planéty bez ohladu na pociatocnii polohu a rychlost?

Ndpoveda 1: Najprv sa pozrite na kruhové drdhy, potom na skoro kruhové drihy (linedrne) a ndsledne na vseobec-
nejsie drahy, napr. skoro kruhové drahy (nelinedrne).

Ndpoveda 2: Pre popis periodickych funkcii existuje vhodne zvoleny tvar (ansatz) funkcii.
Riesenie. (Autor rieSenia: Jakub) opravuje Jakub ( )

Pri rieseni tejto ulohy si precvi¢ime velké mnozstvo nastrojov (Eulerove-Lagrangeove rovnice, efektivny potencial,
Taylorov rozvoj, Fourierov rozvoj). Niektoré mozu byt pre vas nové, ale ak si tieto nastroje osvojite a pridate siich
do svojho “vercajku”, budd vam uzito¢né pri inych tlohach.

Zat¢iname s planétou s pociatoénou polohou ry a pociatoénou rychlostou vy. KedZe potencidl V(r) zévisi iba od
vzdialenosti, gravitacna sila zodpovedajtica tomuto potencialu je vsmere negativneho gradientu —VV, ¢o znamena
vzdy v radidlnom smere ry,. KedZe na planétu pdsobi sila vzdy iba v radidlnom smere, tak cely pohyb planéty
prebieha iba v rovine urcenej vektormi rj a vo. Preto postaci tlohu riesit iba v 2 rozmeroch. Dokonca to znamena,
ze vysledok tejto ulohy neplatilen pre gravitacné zakony v troch rozmeroch, ale plati aj pre viacrozmerné priestory.

KedZe je tloha radidlne symetricka, idealne je ju popisat v polarnych suradniciach r a ¢. Pre popis Newtonovych
zdkonov v tychto suradniciach mame 2 moznosti:

 zacneme s popisom v kartezidnskych stiradniciach x a y a nasledne transformujeme diferencialne rovnice
pri zmene sdradnic,

« pouzijeme lagrangian L vo vSeobecnych sturadniciach a aplikujeme Eulerove-Lagrangeove rovnice, aby sme
dostali pohybové rovnice.

Lagrangian L(r, ¢, 1, ¢, t) vo véeobecnosti zavisi od zovSeobecnenych siradnic (v naSom pripade polomer r a uhol
), ich ¢asovych derivacii ("rychlosti”) a casu t. Pre hmotny bod je definovany ako rozdiel kinetickej energie T
a potencidlu V'

1 1
L(r,,1,9,t) =T-V = Em'r2 + zmrchz - V(r). (2.1)
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Pohybové rovnice (Eulerove-Lagrangeove rovnice) si potom pre vsetky zov§eobecnené suradnice q v tvare

afon)_on .
dt\og)] 0q° '

Pre polarne stradnice r a ¢ dostaneme tieto pohybové rovnice

d (mr*¢) = 0. (2.3)

mi = mrep* - V'(r), p

Druhd rovnica je zakon zachovania momentu hybnosti v polarnych siradniciach. M6Zeme teda napisat, Ze vyraz
v zatvorke (moment hybnosti) je konstanta L (nazyva sa aj konstanta pohybu).

L
mrg=L — ¢=—. 2.4
b b= 24)
Prva rovnica nam poskytne pohybovu rovnicu v radialnom smere
L2
mi=—-V'(r). (2.5)
mr

Dokazali sme teda niekolko-rozmernu tlohu zredukovat na problém v jednom rozmere. Tato jednorozmerna
pohybova rovnica sa dé interpretovat ako pohyb hmotného bodu o hmotnosti m v suradnici r v poli sily F(r) :=

rﬁ—; — V'(r). Preintegrovanim sily dostaneme efektivny potencial W(r)
LZ
W(r) = - f F(r)dr = V(r) + —— . (2.6)
2mr?

Tvar efektivneho potencidlu W(r) uréuje povahu pohybu planéty okolo Slnka. M6Ze obsahovat udolia (konvexné
¢asti funkcie), v ktorych sa planéta moze zaseknut a bude oscilovat tam a spat. Moze zaroven obsahovat pokles
potenciadlu do nekonec¢na/do stredu a planéta opusti Slne¢nu ststavu alebo padne do Slnka. Vidime vsak, Ze pokial
nepojde potencial V(r) asymptoticky do minus nekone¢na pre r = 0, tak planéta nemdze padnit do Slnka, lebo
bude vzdy odvratend "odstredivym potencidlom” ~ .

Skusime najprv preskumat kruhové drahy a skoro kruhové drahy. Zvolme si drahu s polomerom r,. Aby bola
kruhova, jej polomer sa nesmie menit a dostaneme teda podmienku

12
mi=0 = —=V(n). (2.7)
mry

/ . e N e . , st il LB m_v(z) . e . ‘ .
To zodpoveda vyrovnaniu gravitacnej sily V' a odstredivej sily - 5 Zaroven tato rovnica zodpoveda nulovej
derivécii efektivneho potencidlu W(r)
2

W,(T’()) = —F(ro) = _% - V,(ro) =0. (28)
0
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Kruhové drahy su teda v potencidli W miesta s nulovou derivaciou. Ak je to lokdlne minimum (funkcia W je
v tomto bode konvexna), tak si vieme predstavit v tomto bode malé kmity. Toto bude zodpovedat skoro kruhovym
draham. Ak vsak ide o lokalne maximum (funkcia W je v tomto bode konkéavna), tak je to nestabilna pozicia a mala
vychylka hociktorym smerom posle planétu "dole” potencialom. Pre tplnost este moze ist o inflexny bod. Vtedy
je to takisto nestabilna pozicia a mala vychylka posle planétu "dole” potencidlom.

Predpokladajme, ze mdzeme najst skoro kruhovu drahu v okoli kruhovej dréhy r,. Tak pre malé vychylenia §r
mozZeme pisat

r=ro+0r — mr= P V'(r) = m_rg - m_rg&_ V(o) = V(1) 0r + O(6r) (2.9)
3 312

m8r=—(—4+ V”(ro))6r+ O(dr). (2.10)
mr

Ak médme velmi malé kmity, vietky vyssie rady v O(8r) mozeme zanedbat a dostaneme rovnicu pre harmonické
kmity. Uhlova frekvencia tychto kmitov Q je

0 :\l 3L, Vi) (2.11)

mr; m

Zatial ¢o planéta osciluje v radialnom smere s uhlovou frekvenciou (), tak sa otd¢a okolo Slnka s uhlovou frekven-
ciouw = ¢ = erg Ak by platilo Q) = w, tak pri jednej rotacii okolo Slnka sa dokon¢i jeden kmit a planéta sa dostane
do toho istého bodu, ¢im dostaneme periodicku drahu. Rovnako, ak by platilo Q = 2w, tak za jednu rotaciu okolo
Slnka urobi planéta 2 kmity a dostane sa do toho istého bodu. A podobne, ak by platilo 2Q) = w, tak po 2 rotaciach
okolo Slnka urobi planéta jeden kmit a dostane sa do toho istého bodu. Vo vSeobecnosti, ak plati mQ = nw pre
nejaké prirodzené ¢isla m a n, tak dosiahneme periodicitu pre skoro kruhové drahy. Preto pre nejaké racionalne
¢islo z := - mozeme pisat

O =zw

L2 7/ L2
3 + V (7’0) :ZZ

2,4 2,4
m?r, m m?r;

Skoro vsak pozorujeme, ze parameter z pre drahy okolo r, musi byt rovnaka konstanta pre vSetky polomery r.
Ak by pre polomer ry — § mali skoro kruhové drahy parameter z; a pre polomer r, + § mali skoro kruhové drahy
parameter 2, tak by sme vedeli zvolit také malé kmity, ktoré by zasahovali do oblasti oboch polomerov. A pre
taka drahu by neexistoval jednoznac¢ny parameter z, jedine v pripade, ze parameter z je konstantny pre vietky
polomery r. Mozeme teda vSeobecne pisat pre vsetky polomery r

(3-22) 12

— =-V"(r), (2.12)
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Dosadenim vztahu pre L = \/mr3V’(r) dostaneme diferencidlnu rovnicu

(3 — Zz) v 7 7 2-3 rzz—z
— = -InV=03-2)Inr+C = V/(r)=Ar = V(r)=Br¥ *+D.
.
(2.13)
Dostali sme teda, Ze rodina vSetkych moznych rieseni sa vyrazne ztzila na funkcie mocninového radu V ~ r*, kde
exponent n > —2 priamo urcuje periodicitu drah cez parameter z.

Zatial sme preskiimali kruhové a skoro kruhové drahy. Co sa viak stane pre vieobecné drahy? Budu existovat
periodické drahy pre vsetky vSetky hodnoty n > -2 alebo iba pre niektoré hodnoty (foreshadowing)? Predtym,
ako nieco analyticky odvodime, je velmi uzitocné sa pozriet na numerické simuldcie, aby sme dostali predstavu
o probléme. Ak si urobime simuldciu planéty pre hocijaky potencial mocninového radu, tak zistime, Ze pre vse-
obecné drahy vicsinou nedostaneme periodické drahy. V grafe vidime pomer uhla obehu po jednom kmite v ra-
didlnom smere medzi véeobecnou drahou (s nejakou pociato¢nou vychylkou) a drahou malych kmitov. Ak by
bol parameter z rovnaky pre vSetky drahy, tak tento pomer musi byt 1. Numericky pozorujeme, ze pre povolené
hodnoty (n > —2) je pomer nemenny iba pre hodnoty n = -1 a n = 2. Znamena to, Ze nase zuZovanie podmienok
na potencial V sa este neskoncilo.

Pomer uhla obehu medzi vSeobecnou drahou a drdhou malych kmitov

1.06
—— vychylka = 0.05
vychylka = 0.10
1.05+ —— vychylka = 0.15
—— vychylka = 0.20
1.04 A —— vychylka = 0.25
—— vychylka = 0.30
--- pomer =1
1.03- P
]
€ 1.02 1
o
[oR
1.01 A1
1.00 Fr———————— g e e
0.99
0.98 T T T T T T

Obrazok 2.1: Zavislost pomeru uhla obehu po jednom kmite v radidlnom smere medzi vseobecnou drdhou
a drahou malych kmitov na parametri n a vychylke.

Najst analytické riesenie vSeobecnej drahy pre hocijaki hodnotu 7 je nemozné.” Najst analytické riesenie konkrét-
nej nekruhovej drahy pre hocijaka hodnotu n bude podobne néro¢né. Preto si budeme musiet pomoct so skoro

Ak sa obmedzime na trigonometrické funkcie, tak rieSenia existuju iba pre hodnoty n € {-2,-1,2} (Cotesove $piraly, klasick4

gravitacia a klasicky oscilétor). Ak pridame este eliptické funkcie, tak pribudni hodnoty n € {—6, -4,-3,1,4,6,—3,-3, %, - % = %} Viac
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kruhovymi drahami, ale budeme musiet vypocitat nelinearne korekcie ku skoro kruhovym draham, aby sme za-
chovali periodicitu. Standardne sa tento néstroj nazyva poruchova tedria (anglicky perturbation theory), ale nie je
to nic¢ iné, ako "rozklad problému do Taylorovho rozvoja” Na vys$sej trovni sa da hlavna myslienka zhrnat takto:
Nech X je celé vSeobecné rieSenie, tak to sa da potom rozvinuat v nejakom parametri € ako

X=Xo+eX;+EX+X5+ ..., (2.14)

kde X, je presne zname zdkladné rieSenie (hlavny prispevok), X; je linearna korekcia (korekcia do 1. radu) ku za-
kladnému rieSeniu a X, X; atd. st nelinearne vyssie korekcie (korekcie 2. radu, 3. radu atd.). Tato myslienka sa da
aplikovat vo vela roznorodych problémov. Typicky priklad je vypocet kmitov realneho kyvadla. X, zodpoveda
rieSeniu, ked je kyvadlo v stabilnej polohe ¢(t) = ¢,. X; zodpovedd rieSeniu linedrnych kmitov okolo stabilnej
polohy ¢(t) = ¢y +A sin(wt+ ¢, ), kde parameter A je amplitida a zarove hrd rolu parametera ¢, v ktorom robime
rozvoj poruchovej tedrie. Ak chceme vediet periddu nelinedrnych kmitov do 2. radu, tak budeme riesit rovnicu
kmitov a hladat rieSenie ¢(t) = @y + A sin(wt + ¢y) + A%f(t), kde budeme hladat korekciu 2. radu f(t). Rovnaky
postup mdzeme zvolit v naSom pripade.

Najprv véak skisime preformulovat na$ problém. Nebudeme sa pozerat na pohyb planéty ako na ¢asovu funkciu
polomeru r(t), ale ako na uhlova funkciu r(¢).

@_L

dt  mr

d*¢ 2L dr 2L drdep  2L* dr

g mPdt mr3d<pdt__m2r5d_(p

dr_dg d (dg dr _ﬁ(@)2+£d2_¢
2 dtdp\dtdp) de*\dt] =~ do dr

_dr o (dr)ar
S de*mirt \do

2y
Dosadenim do pohybovej rovnice dostaneme

2p 2 ‘oz 12
ﬂ__(?) 2L _ e (2.15)
¢

do? mrt mr>  mr?
Po preznaceni a preskdlovani mame nelinearnu diferencialnu rovnicu

1 Am
P2 =y (2.16)
r L?

Pri radidlnom pohybe hmotného bodu ¢asto pomoze substitticia v tvare u = %

re

1 ul ull u/z
rea~, r=—a, =-a 120" . (2.17)
u u? u? u3
Dostaneme
Amao?
"o_ 1-22
=0 u. (2.18)
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f Amotz2
12

Vhodnym zvolenim konstanty « vieme vzdy zvoli = 1 a rovnica sa zjednodusi na

U =ut — . (2.19)

Vo vseobecnosti, najst analytické riesenie pre nelinearnu diferencidlnu rovnicu je otazka $tastia a sme odkdzani iba
na numerické riesenia. My v§ak nemusime hladat vSetky riesenia, posta¢i nam preskimat niektoré riesenia. Z nu-
merickych experimentov vidime, zZe aj ked za¢neme so skoro kruhovymi drahami, tak vyssie korekcie sposobia,
ze drahy nie su periodické. Skisme to preskimat analyticky.

Majme skoro kruhovd dréhu. Vtedy uhol otolenia planéty sa s ¢asom meni ako ¢(t) = wt. Vzdialenost planéty
sa riadi frekvenciou kmitov a s ¢asom sa meni ako r(t) = f(Qt), kde funkcia fje nejaka periodické funkcia s peri6-
dou 271. KedzZe uhlova frekvencia w je previazana s frekvenciou kmitov Q cez vztah Q = zw, tak m6Zeme pre drahy
planéty pisat r(¢) = f(z¢). Ked prejdeme k novej premennej u(¢), tak je periodicka vlastnost funkcie zachovana
aplati, e u(¢) = g(z¢p), kde g(+) = 73 Je znova nejakd periodické funkcia s periodou 27.

Ak je v8ak funkcia u(¢) periodickd, vieme napisat pre fiu tvar v podobe Fourierového radu. Mozeme si zvolit tvar
pouzivajuci komplexné exponencialy €<%,

u(p) = Y, A, (2.20)
j:—oo

kde A; st vo vSeobecnosti komplexné ¢isla. Alebo rovnako ekvivalentne mozeme pouzit rad s funkciami sinus
a kosinus

u(p) =co + Z a; cos(jzg) + Z b;sin(jzg) (2.21)
=1 =1

kde co, a; a b; st redlne ¢isla. Oba zépisy su ekvivalentné a mozeme medzi nimi prechddzat podla potreby. Ked
pouzijeme vztahy na prechod od exponenciél ku kosinusu a sinusu

ex + emix eix — gmix
cos(x) = ————, sin(x) = ———, 2.22
() = =5 (1) = = 2.22)
tak vieme odvodit prevodové vztahy medzi koeficientami

Co = A() » 4 = A] + A_] , b] =i (A] - A—]) , (223)

1 . 1 .
Ay = ¢, A] = E (a] - lbj) > A_] = E (a] + lbj) > (224)
KedZe koeficienty co, a; a b st redlne Cisla, tak priamo dostaneme obmedzenie na komplexné ¢isla A; = A,

KedZe spdsob merania uhla ¢ je arbitrarny, moézeme ho zvolit tak, aby polpriamka ¢ = 0 prechadzala najvzdiale-
nej$im/najbliz§im bodom dréhy planéty. Znamena to, Ze funkcia u(¢) musi byt parna funkcia, u(+¢) = +u(-¢),
lebo obeh v kladnom smere +¢ bude zrkadlovo nasledovat obeh v zdpornom smere —¢. To v8ak znamena, Ze

véetky koeficienty b; pre nepdrne funkcie v rade (sinusy) s nulové a funkcia sa zjednodusi na tvar

u(p) =co+ Jio a; cos(jzg) . (2.25)
j=1
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Prevodové vztahy sa zjednodusia na

Cy = A() , aj = 2A] » b] =0, (226)
1 1
AO =Co> A] = Ea] > A_] = Eaj, (227)

Ked sme si nachystali rovnicu, ktort budeme riesit, (rovnica (2.19)) a tvar rieSenia, mo6Zeme sa postupne pozriet
na tri kroky poruchovej teérie. Preskimajme tri druhy drah:

1. kruhové drahy (zakladné riesenie bez poruchy),
2. skoro kruhové drahy (linearne kmity - riesenie s linearnym prispevkom),

3. vSeobecnejsie kruhové drahy (nelinedarne kmity - riesenie s korekciami vyssich radov).

Kruhové drahy
Ked méme kruhové dréhy, tak plati u(¢) = 1. Dosadenim do rovnice ( ) dostaneme
0=uy™ —u. (2.28)

Pre z # 1 a pozitivne hodnoty u, mame iba jedno rieSenie 1y = 1. Rovnako pre z = 1 dostaneme iba jedno riesenie
up = 1. MozZeme teda povedat, ze pdvodna vzdialenost ry je pomocou parametra ¢ vzdy preskalovana v priestore
u na hodnotu 1. Toto je nase zakladné riesenie bez poruchy.

Skoro kruhové drahy (linearne kmity)

V linedrnom rezime zanedbdvame vietky ¢leny vyssie ako linedrne. Ak dosadime do rovnice (2.19) tvar u(¢) =
1 + du(¢) a zanedbdme vietky ¢leny vacsie ako du, tak dostaneme

ou" =(1+ &1)1_22 — (1 +6u)
=(1+(1-2")0u) - (1+6u)
=-Z*u.

Tym dostaneme rovnicu kmitov s rieSenim v tvare u(¢) = 1 + a; cos(z¢), kde a, je malé ¢&islo. Parameter a,
hra rolu parametra, v ktorom budeme robit rozvoj. Zmenou hodnoty a; moézeme prechadzat medzi jednotlivymi
drahami. Pre a; = 0 dostaneme spat popis kruhovych drah (zakladné riesenie).

Vseobecnejsie kruhové drahy (nelinearne kmity)

Ak povolime vyssie ako linedrne cleny, dostaneme popis nelinearnych kmitov, ¢o ndim pomédze s popisom vse-
obecnejsich dréh. Za¢neme so v§eobecnym tvarom u(¢)

u(p) = ). A, (2.29)

j==o0

Tak ako pri linearnych kmitoch, dostaneme celt rodinu funkcii medzi ktorymi mozeme prechadzat zmenou jed-
ného parametra (zvycajne je to amplitida alebo podobny parameter). Aby sme potom mohli dostat popis, ktory
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bude konzistentny so skoro kruhovymi drahami, tak si za tento parameter zvolime A;. Jedna hodnota A, by mala
jednoznacne urcit konkrétnu drahu a ked posleme parameter A; medzi malé hodnoty, mali by sme dostat popis
linearnych kmitov. Musi teda platit, Ze ak zvolime A; < 1, tak musime dostat

a
Ay—1, A=A = 51 > A2,3,4,... -0 A—z,—3,—4,... -0, (2.30)

aby sme dostali konzistentné rieSenie s linedrnymi kmitmi.

Aby sme lepsie vedeli rozlisit velkost jednotlivych koeficientov, zadefinujeme si nové

Ag=1+AL, A=A, A=A, (2.31)
a funkciu u(¢@) vieme zapisat ako
+ 00
u(p) =1+ ) Ajeh. (2.32)
j:—oo

Vieme, Ze pokial ide o rady, tak musi platit

1> A} > A(, AL AL .. (2.33)

Zatial nevieme, aky je vztah medzi koeficientami Aj, A}, A’, ... pokial ide o rady.

Prava strana rovnice (2.19) je jednoducha, kedZe postaciaplikovat druht derivaciu na kazdy ¢len radu a dostaneme

+o00
u"(p)=- > J A (2.34)

je=oo

Pre lavu stranu je potrebné aplikovat Taylorov rozvoj funkcie (1 + x)*

(1+x)*= Jrf (?) X =1+ax+ oc(ocz— 1)x2 + G 1)(oc—2)x3 +o (2.35)

i=0 6
Dosadenim vsetkych vztahov dostaneme

+oo B +0oo B +0oo B
- A =~ Z A+ (1-2) Z Aje 0+
j=—o00 j=—o00

j=oe

(l—zz) -22) i Z AL

—00 k=—

2\ (—_2Y(_1 _ 2 too  +oo
+(1 Z)( 2'6)( 1 Z) Z Z ZA,AA’ z(]+k+l)zq)+”“

—00 k=—o00 |=—00
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Na prvy pohlad to vyzera ako velmi komplikovana rovnica a nikam sme sa neposunuli. Ale v tejto rovnici sa skryva
nekone¢né mnozstvo rovnic, kedze e/?¢ st si navzdjom nezavislé. Vybranim koeficientov pred jednotlivymi fun-

kciami €% dostaneme vzajomné rovnice pre koeficienty.

Pre %% = 1, dostaneme rovnicu

+A” | ALA]
+A’ | ALA]
+A",A) ot
+A’ A} +AGAL A
1_2_2 —-1°"1 1_2_2 _1_2 0 —-1°"1
0=l s (1-2)ans UZDE 0 A=) ER)E=2) [0 0 (2.36)
2 6
+AJA” +AJATA”
+ASA”, ot
+AA” A
+AAJA]

Ked porovname jednotlivé ¢leny a ich rady, tak velmi skoro zistime, Ze vac¢sina ¢lenov sa da zanedbat, kedZe v rov-
nici existuje ¢len nizsieho radu. Iba zvyraznené cleny v stlpcoch st dostatocného radu, aby neboli zanedbané.
Rovnica sa zjednodusi na

0=-Ap+(1-2)A)+(1-2)(-P2)AE = Aj=-(1-22)A}. (2.37)
Vieme teda, Ze koeficient A} ~ A}? rastie kvadraticky vo¢i parametru A,

Pre %%, dostaneme rovnicu

+AT AJA,
+A"ATA]
+A | ALA]
Foeeet

+A A +AAL A
+A” A +AJAGA]
+AAL |, (1-22)(-22)(-1-2%) | +A}A/A)}
+AlA] 6 +AJALA”
+ASA, +oet

+ALA", +ATA A
+AA” A}
+ATAQA]
+AJAA,
+ATALAT,

+... (238)

A2 = A (124 L) ZZZ)(‘ZZ)
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Podobne ako predtym, vdcsina clenov sa dd zanedbat, kedZe v rovnici existuje ¢len nizsieho radu. Ponechanim
zvyraznenych ¢lenov dostaneme

0=(1-22)(-22)A! (A} + A} + (1- 22)(—222)(-1 _ ZZ)A’f. (2.39)

Pre e2%#¢, dostaneme rovnicu

+A” | AQAY
+A’ ALA,
+A” | ALA]
+A” | ALA]
4o+
+A" A} +A(Al AL
+A'A! +A'AA!
1_2_2 0“2 1_2_2_1_2 0072
—4A;z2:—Ag+(l—z2)Ag+(22¢ carar |- =2 Z6)( D saraiar |+« a0
+A’A! +A'ATA!
+A’2A’O +A’(l4’2A’O
3441 041344 —1
+...+
+A1A" A,
+AAJA]
+A!ALA]
+AJALAT

Prekvapivo, zo vsetkych ¢lenov v rozvoji zostane iba jeden vyrazny ¢len a nakoniec dostaneme

—3A£ZZ=(1_Z22MA? — A;=é(1—z2)A'12. (2.41)

Vieme teda, Ze koeficient A} ~ A2 rastie kvadraticky vo¢i parametru A/,

Pre 379, dostaneme rovnicu
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+A(A;
(1-22)(-2%) | +AlA) | (1-22)(-2*)(-1-2%)
—9A§22:—A;+(1—22)Ag+f +A2Az + c
+ALA]

Nakoniec dostaneme

6
Po dosadeni vztahu pre A, dostaneme

24
a zistime, Ze koeficient A} ~ A}? rastie kubicky vo¢i parametru A/,

FALALAL
+ALATAL
+ALALA!
+ALALAL
+ c e +
TALALAL
+A/ALA!
Wy
+ “ee +
+ALAT AL
TALALA!
+ALATAL
FALALAL

_sai2 = (1-2)(-2)apa, + LR EDEED) 4

Podobnym postupom by sme ukazali, Ze vyssie koeficienty A}, Az, ... rastu s vy$$imi radmi.

Vidime teda, ze ak budeme amplitidu kmitov zmensovat 1 > A/, tak vSetky cleny Aj, A, A, ...

Ostala nam vsak jedna rovnica (rovnica ( )), ktort sme nepouzili. Po dosadeni dostaneme

1 /
0= 5(1 -2)Z(4-2)A.

zaniknu.

+ ...

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

Znamena to, Ze aby boli nelinedrne kmity periodické, tak potencial musi spliat tito prisnu podmienku. KedZe z
mozeme vzdy zvolit nezaporné, tak dostaneme iba 3 mozné rieSenia: z=0,z=1az = 2.

Takyto limitovany zoznam moznosti uz vieme preskimat jednotlivo.

Pripadz=0

Rovnica (2.18) sa zjednodusi na tvar

(2.46)
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Am
LZ

Ak je konstanta a =
a kosinusu

— 1 v zatvorke zadporna a < 0, tak dostaneme rovnicu kmitov a riesenie je sucet sinusu

u(¢) = ugcos(v/ag) + Asin(v/ag). (2.47)

Skor alebo neskdr planéta prejde do bodu u = 0, teda odleti do nekone¢na.

Ak je konstanta a kladnd a > 0, tak dostaneme rovnicu nestabilnych kmitov a rieSenie je sucet hypersinusu a hy-
perkosinusu (sucet dvoch exponencidl)

u(¢) = ugcosh(v/ag) + Asinh(v/ag). (2.48)
Planéta bud odleti do nekone¢na (u = 0) alebo padne do Slnka (u = +00).
Ak je konstanta a nulova a = 0, tak rieSenim su linedrne funkcie
u(p) =ug + Ag. (2.49)

Tieto rieenia v8ak nie st periodické, jedine pre a = 0 kruhové drahy. Ostatné drahy bud'letia do nekonecna alebo
kon¢ia v nule. Ziadne drahy nie st stabilné. Ked chceme pochopit, ¢o sa deje v skutoénom priestore, pozrieme
sa na zodpovedajuci efektivny potencial

12\ 1
Wooo(r) = B+—)—+D. (2.50)
2m) r?

Vidime, ze:

« budje potencidl odpudivy (B + % > 0) a drahy sa rozletia do nekone¢na,

« alebo je potencial pritazlivy (B + % < 0) a drahy koncia v Slnku,

« alebo je potencial konstantny (B + % = 0) a drahy st kruhové drahy.
Poslczdn}'l pripad nastava iba pre vhodne zvoleny moment hybnosti L a neplati pre vSetky orbity. Preto pripad z = 0
nesplna podmienku zo zadania.
Pripadz=1
Rovnica (2.19) sa znova zjednodusi a dostavame

W' =1-u=-(u-1). (2.51)

Vsetky rieSenia st harmonické kmity s posunutym rovnovaznym bodom o 1

u(@) =1+ aocos(p - o). (2.52)
Pouzitim transformacie medzi u a r ndjdeme

= 1
" Am1+agcos(¢ —@p)

r(p) (2.53)
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Toto rieSenie presne zodpoveda rieSeniu pre pohyb planéty okolo Slnka v klasickej gravitacii

P
1+ecos(p—go)°

r(p) = (2.54)

kde ¢ je excentricita dréhy a p = —L-— je parameter urcujici velkost drahy. Cisto technicky pre & > 1 dosté-
vame parabolu a hyperbolu a planéta nebude vykonavat periodicky pohyb, ale z geometrie drahy je jasné, Ze ide
o periodicku funkciu v parametri ¢.

Potvrdili sme, Ze pre klasicku gravitaciu dostaneme periodické drahy. Existuje eSte nejaké dalsie rieSenie?
Pripad z =2
V tomto pripade dostaneme komplikovanu rovnicu

W' =ud-u. (2.55)
Ak sa vSak pozrieme na tvar funkcie potencialu V(r)

V(r)=BA+D (2.56)
tak si mozeme vS§imnut, Ze ide o potencial dvojrozmerného harmonického potencialu

V(r) = V(x,y) = B(x* +y*) + D. (2.57)

KedZe je konstanta pruznosti rovnakd v oboch smeroch, uhlova frekvencia kmitov w je v oboch smeroch rovnaka

w8 (2.58)
m

x(t) = xocos(wt + @yp),  y(t) = yocos(wt + ¢,) . (2.59)

V kazdom smere st to 2 nezavislé kmity

Kombinaciou tychto pohybov dostaneme elipsu (kedZze ide o preskalovanu projekciu kruhu). Jediny rozdiel je ten,
ze Slnko sa nenachddza v ohnisku elipsy, ale v strede elipsy. Elipsa je v polarnych stradniciach popisand rovnicou

b
\/1 —&2cos( — ¢o)? ’

kde b je dlzka vedlajiej polosi, € je excentricita elipsy a ¢, je uhol nato¢enia hlavnej osi. Ak chceme zistit, ako toto
rieSenie vyzera v siradnici u, musime prist na hodnotu momentu hybnosti L, aby sme vedeli vhodne zvolit para-
meter «. Planéta ma nejaku celkovu energiu. V smere hlavnej osi zastavi vo vzdialenosti a a preto energia v tomto
mode je Ba®. V smere vedlajsej osi zastavi vo vzdialenosti b a energia v druhom mode je Bb?. Preto celkova energia
planéty je E = B(a? + b?). Ak mé planéta celkovu energiu E, tak v efektivnom potenciali W(r)

r(e) = (2.60)

2

W(r) = Br* + # (2.61)
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bude tato energia zodpovedat dvom polomerom, kedy sa polomer zastavi. Mensi bude zodpovedat vedIajsej polosi
b a vacsi bude zodpovedat velkej polosi a. Dostaneme teda

E+y\/E2-2% E-\/E2-28
2 m b= "o

a* = , (2.62)
2B 2B
Z tychto rovnic vieme vyjadrit moment hybnosti L a dostaneme
L? =24*b’Bm. (2.63)
V takom pripade je $kdlovaci parameter « rovny
202\ 2b
«- () Vb (264)
Bm (1-¢2)s
a rieSenie v suradnici u vyzera ako
2
ulg) = T oy~ o) 265

(1-¢)1
Dosadenim do rovnice ( ) vieme overit, Ze je to rieSenie.

Vysledok tlohy je celkom prekvapivy. St iba 2 druhy potencialov (klasicka gravitdcia ~ 1 a viacrozmerny harmo-
nicky oscilator ~ 72), ktoré vedu na periodické orbity. Tento vysledok sa vold Bertrandova veta.

Poznamky ku rieseniu: Uloha sa d4 riesit aj iba v suradnici r a netreba prechédzat do priestoru siradnice u. Tato
substiticiu sme pouzili iba preto, aby sme si zjednodusili tvar diferencidlnej rovnice. Rovnako sa dalo hladat
rieSenie v tvare suctu sinusov a kosinusov bez pouzitia Fourierového radu. Tento postup sme zvolili pre jednodu-
chost. Takisto musime povedat, Ze pouzivanie myslienky poruchovej tedrie vie byt frustrujice, kedze v nejakom
momente sa rovnice velmi rozkosatia a je ndro¢né sa v nich zorientovat. Treba v§ak doverovat procesu a nakoniec
sa rovnice zjednodusia (nakoniec sme dostali rovnice ( ), ( ), ( Ya( )). Zaujemcovia si mozu tento
postup vyskusat na jednoduchsej ulohe (napr. redlne kyvadlo) a najst korekciu periédy kmitov.

Nad ramec tejto ulohy sa mozeme pytat, preco je to takto. Na zakladnej urovni sme ukazali, Ze medzi mocninou
v potenciali n a parametrom z musi byt vztah n = 22 — 2 (pre skoro kruhové drahy). Ak pojdeme o uroven nizsie,
tak sme zistili, Ze pre v§eobecné drahy to plati iba pre 2 hodnoty n € {-1,2}. Ak pojdeme zas o este jednu tGroveil
nizsie, tak je to kvoli tomu, Ze tieto dva systémy st maximdlne superintegrabilné.

Vysvetlit to je nad ramec strednej $koly, ale mézeme ponuknut pribliznia logiku a nadhlad, preco to tak je. V klasic-
kej mechanike sme si viimli, Ze ked sa v nejakom systéme pohybuje hmotny bod pozdlz trajektérie, tak sa niekedy
niektoré veli¢iny nemenia. Tieto premenné sa nazyvaju konstanty pohybu alebo aj integrdly pohybu. Typickym
prikladom je celkova energia E, hybnost p alebo moment hybnosti L. Neskor Emma Noether dosla na to, ze
existencia tychto konstant nie je len tak ndhodna. Ak existuje v systéme nejaky druh symetrie, tak kazdej z nich
zodpoveda nejaky zakon zachovania nejakej veli¢iny - konstanty pohybu. Ak pohybové rovnice nezavisia na case
(symetria systému v case), tak tomu zodpoveda zakon zachovania celkovej energie E. Ak sa pohybové rovnice
nemenia pri posune v priestore (symetria systému pri translacii), tak tomu zodpoveda zakon zachovania hybnosti
p- Ak sa pohybové rovnice nemenia pri otoceni v priestore (symetria systému pri rotdcii), tak tomu zodpoveda
zakon zachovania momentu hybnosti L. Este neskor vdaka prispevku viacerych fyzikov a matematikov sme zistili,
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ze celkovy pocet konstant pohybu savisi s usporiadanim systému. V skratke, ak ma systém N stupnov volnosti
(pocet parametrov, aby sme vedeli jednoznac¢ne urcit polohu) a k konstant pohybu, tak systémy vieme rozdelit na:

o neintegrovatelné (k < N): Aj ked pociato¢né podmienky jednoznacne urcuju trajektériu pohybu, tak tieto
systémy su casto chaotické (citlivé na pociatocné podmienky) a ich trajektorie nie st zvycajne uzavreté (teda
ani periodické). Typickym prikladom neintegrovatelného systému je dvojité matematické kyvadlo (kyvadlo
zavesené na kyvadle). To ma N = 2 stupne volnosti (2 pociato¢né uhly kyvadiel), ale iba jednu konstantu
pohybu (k = 1) - celkovu energiu E. Kyvadlo sa sprava chaoticky a je velmi citlivé na pociato¢né podmienky.
Dalsi priklad: pohyb troch telies vo vzajomnom gravita¢nom poli.

o integrovatelné (k = N): Pociato¢né podmienky jednoznacne urcuju trajektériu pohybu a aj konstanty po-
hybu pozdlz tejto trajektorie, trajektdrie uz nie su chaotické, su stabilné, ale uzavretost trajektdrie nie je
zarucena (typicka vlastnost je precesia). Priklad: pohyb telesa vo vSeobecnom centralnom poli.

4

o superintegrovatelné (k > N): Vacsi pocet konstant pohybu vyraznejsie obmedzuje mozné trajektorie, tie su
stabilné a casto periodické. Priklad: anizotropicky viacrozmerny harmonicky oscilator.

» maximdlne superintegrovatelné (k = 2N — 1): Maximalny pocet konstant pohybu bol dosiahnuty, trajektorie
su uzavreté, periodické, ¢asto analyticky riesitelné a nemozu byt chaotické. Priklady: izotropicky viac-
rozmerny harmonicky oscilator, Calogerov—-Moserov-Sutherlandov model, Smorodinskyho-Winternitzov
model, Poschlov-Tellerov potencial (v kvantovej fyzike), Morseho potencial (v kvantovej fyzike), Scarfov
potencial (v kvantovej fyzike).

V nasom pripade mame pohyb bodu v radidlnom potenciali. Ukdzali sme, Ze o tomto probléme mozeme uvazovat
ako o dvojrozmernom probléme a teda ma prakticky 2 stupne volnosti (pociato¢né suradnice x a y, alebo pocia-
to¢na vzdialenost r a uhol natocenia ¢). Pre tento systém sa nemenia pohybové rovnice v ¢ase (zakon zachovania
energie E) a pri rotacii (zakon zachovania momentu hybnosti L), ¢o ndm dava prave 2 nezavislé konstanty pohybu
(k = 2). To znamend, Ze vo vSeobecnosti je tento systém integrovatelny. Trajektdrie su stabilné a vidime u nich
precesiu. To plati azZ na 2 $pecidlne pripady:

« Ked je potenciél Klasicky gravita¢ny potencidl V = —£, tak existuje tretia konstanta pohybu - Laplacov-
-Rungeov-Lenzov vektor A = p x L — mK?, ktord sa v 2D verzii zjednodusi na jedno Cislo. Vtedy je pocet
konstant k = 3 vac¢si ako pocet N = 2 stupnov volnosti. Systém je maximalne superintegrabilny a preto st
trajektdrie periodické.

« Ked je potenciél klasicky oscilator V = 1Kr?, tak existuje tretia konstanta pohybu - Fradkinov tenzor F;; =
s pipj+ 2 Kx;x;, ktory dodd tretiu konstantu pohybu, systém bude maximélne superintegrabilny a trajektorie
periodické.

Takze na najnizsej urovni vieme povedat, Ze iba ked ma systém s radidlnym potencialom nejaka symetriu naviac
(pre n € {-1,2}), tak budd jeho trajektorie periodické.

1.3 Lego mal sklon

Zadanie. Lego md dosku naklonenti pod uhlom « voci rovnomernému smeru. Na tejto doske sa pohybuje hmotny
bod. Medzi doskou a bodom je trenie s koeficientom statického trenia f; a koeficientom dynamického trenia f;. Plati
fs > fa. Hmotnému bodu udelime rychlost vy v rovine dosky a pod uhlom ¢ meraného voci smeru nahor po doske.
Akd bude konecnd rychlost bodu v zavislosti od parametrov systému a od pociatocnych podmienok?
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RieSenie. (Autor rieSenia: Lego) opravuje Lego ( )

Oznac¢me si hmotnost hmotného bodu m. Potom zlozka tiaze tohto hmotného bodu vsmere dosky je F;, = mgsin a,
trecia sila pocas $mykania hmotného bodu po doske bude F; = f;mg cos &« a maximalna trecia sila (ku ktorej docha-
dza v statickej situacii) je F; = f;mgcos . Nakolko nds zaujima hlavne ¢i je Fx mensia alebo vicsia nez jednotlivé
trecie sily, podelime si vietky 3 sily mgcos « a dostavame, Ze podstatné su bezrozmerné (isla f;, f;, tan a. Pricom
vieme, Ze f; > f;, ale tan @ m6Zze mat voc¢i nim akukolvek velkost.

Trivialne pripady

Ak je trecia sila slaba (tan «a > f; > f;), bod bude zrychlovat donekone¢na. Konkrétne dynamické trenie bude mat
vidy velkost F; a posobi proti smeru aktudlneho pohybu, ciZe jeho zlozka v smere dole kopcom bude Fy < Fj.
Tym padom, vyslednica v smere dole kopcom bude F| = Fx — Fy > Fy — F; > 0. Popri tom trecia sila v kolmom
smere bude vzdy hmotny bod v tomto smere brzdit, akurat zlozka trecej sily v kolmom smere bude asymptoticky
klesat spolu so zlozkou rychlosti v tomto smere. Kazdopadne konec¢na rychlost za tychto podmienok je nekonec¢no
smerom dole po rovine.

Ak je naopak trecia sila velkd f, > f; > tana, hmotny bod bude vidy brzdeny. Ak by $iel nahor po rovine, tak
suc¢tom Fy a Fj;, ak nadol, tak len ich rozdielom, ale tak ako tak ¢asom zastavi a statické trenie ho uz udrzi a jeho
konecna rychlost je teda nulova.

Velké statické trenie

Ak f; > tana > f;, tak nastava otazka: zastavi sa hmotny bod niekedy pocas svojho pohybu? Pretoze ak nie, tak
sa samozrejme zo$mykne az dole, mdzeme pouzit ta istd argumentaciu ako v minulej sekcii. Lenze ak sa hmotny
bod kedykolvek pocas svojho pohybu zastavi, uz sa vdaka statickému treniu znova nerozbehne a jeho konec¢na
rychlost bude 0.

Ak by sme brali, ze rozbehnut hmotny bod rychlostou v, = 0 je konzistentné so zadanim, tak vtedy sa bod nikdy
nerozbehne a kone¢na rychlost bude nulova. Ak bod rozbehneme presne nahor (¢ = 0), tak v hornom bode svojej
trajektdrie zastavi a zostane stat. Naopak, ak bod rozbehneme viac nadol, nez nahor (¢ > 71/2), zlozka rychlosti
dole kopcom nikdy nebude klesat a teda kone¢na rychlost bude urcite nekonec¢na.

Co ale, ak bod rozbehneme pod uhlom ¢ € (0,7/2)? Jedna moZnost je riesit diferencialne rovnice, njst nejaké
“prudnice” v priestore rychlosti, po ktorych sa pohybuje vektor rychlosti a hladat, ktoré prechadzaju rychlostou
[0,0] (niekomu je mozno intuitivne aj bez rieSenia, Ze takd pridnica bude préave jedna a sice té pre ¢ = 0). Druhd
moznost je pouzit nasledovnu tvahu: jediné nie bezrozmerné parametre su g a v,. Od pociatocnej rychlosti teda
bude zavisiet len to, do akej vysky sa bod dostane a za aky cas sa otoci, ale z g nemam ako urcit nejaku kriticka
rychlost. CiZe to, ¢i bod zastavi alebo nie, zavisi len od pociatoéného uhlu (a nie velkosti rychlosti). Tak ked
odstartujem bod pod uhlom ¢, a po ¢ase tide pod inym uhlom ¢,, tak si vlastne viem predstavit, Ze "teraz za¢inam”
a teda ten aktualny uhol ¢, dopadne rovnako ako ten pociato¢ny ¢;. Zostava si uvedomit, ze pre véetky ¢ > 0 bude
tento uhol s ¢asom iba rast (smer hmotného bodu sa bude od smeru nahor odklanat), pretoze trecia sila ide proti
smeru (CiZe by uhol nemenila), ale Fy zniZuje iba zlozku v smere nahor. Tym padom bez ohladu na to, pod akym
uhlom a akou rychlostou zacneme (ak teda budu jedno aj druhé nenulové), rychlost bude klesat a uhol bude rast,
dokym sa uhol nepreklopi cez 71/2, potom rychlost bude zas rast, ako sme si popisovali predtym.

Zhrnutie: ak f, > tana > f;, potom pre v, = 0 alebo ¢ = 0 bude kone¢na rychlost hmotného bodu nulova, inak
bude nekonec¢na v smere nadol po rovine.

20


mailto:simon.pajger@trojsten.sk
https://www.fx.fks.sk/
mailto:otazky@fks.sk

‘ é@é Riesenia 1. kola zimnej Casti

Akuratne dynamické trenie

V pripade, Ze dynamické trenie a sklon roviny budu vo vztahu tan & = f;, tak velkost trecej sily bude rovnaka ako Fy
¢ize v asymptote, ked bod pojde rovno dole doskou, sa presne vyrusia a bod pojde nejakou kone¢nou a nenulovou
rychlostou, podme ju teda spocitat.

Oznacme si uhol, ktory zviera smer hmotného bodu so smerom dole po doske ako f (¢ize na zaciatku ff = m — ¢).
Potom sily F; a Fy zvieraju uhol  — . KedZe maju tieto dve sily rovnaka velkost, ich vyslednica po6jde po ose ich
uhla, ¢iZe so smerom dole po rovine bude zvierat 77/2 — /2 a so smerom hmotného bodu bude tym padom zvierat

uhol (/2 - B/2) + B = n/2 + /2.

Za kratky cas dt sa rychlost zmeni o vektor velkosti adt v tomto smere, ¢o sa prejavi na zmene uhla aj zmene
velkosti rychlosti. Konkrétne si mézeme zmenu rychlosti rozlozit na zlozku v smere rychlosti —adt sin /2, ktora
bude zodpovedna za zmenu velkosti, a v smere kolom na rychlost adt cos 5/2 zodpovednt za zmenu smeru

cos f3/2

dv = —adtsin $/2,dp = —adt , (3.1)
v

mozeme z oboch vztahov vyjadrit adt, ¢im dostaneme diferencialnu rovnicu pre velkost a smer rychlosti

d d
KA (3.2)
sinf3/2  cosf/2
ktoru vyrieSime metddou separacie
vr d 0
f e / tan P g, (3.3)
v v m—¢ 2
kde pod v myslime vyslednt rychlost, ked bod p6jde smerom dole po doske. Zintegrovanim dostdvame
lnﬁ:ZIncosﬂ_(P—>vf:vosin2£, (3.4)
Vo 2 2

kde sme vyuzili, ze logaritmus je primitivna funkcia a Ze cos? a sin” st vo¢i sebe posunuté o /2.

Z predzadzajucej Casti uz vieme, ze tento vysledok plati pre vetky uhly okrem pripadu ¢ = 0, kedy sa bod zastavi
v hornom bode svojej trajektorie, lenze ked do nasho vysledku dosadime ¢ = 0, vidime, Ze aj pre tento uhol dava
spravny vysledok.

Alternativne rieSenie

Ak si zadefinujeme v rovine dosky suradnice x (horizontalny smer) a y (po doske smerom nahor), tak vieme zo sil
napisat diferencialne rovnice pre vektor rychlosti (vy, vy).

L. £ Vy (3.5)
_Vx:— _— .
g d\/v§+v}2,

N T (3.6)
-y = —fy——=—= —tana .
g’ d\/v§+v§
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Prava strana urcuje vektorové pole v priestore rychlosti (vy, v,) a vektor rychlosti nasleduje trajektériu podla tohto
pola. Ak je toto vektorové pole interpretovatelné ako gradient nejakého potencidlu, tak nam to ulah¢i uvazovanie
o pohybe vektorového pola. KedZe rotécia tohto pola je nulovd, tak sa da néjst potencidl pola @ (v, v,)

D(vy, vy) = fay/ V2 + Vi + tanav, (3.7)

a pohybova rovnica sa déd zjednodusit na

d

—v=—9VD. 3.8
8 (3.8)
Tvar potencialu sa da lahko predstavit. Prva ¢ast (, /v2 + vj) tvor{ kuzel's minimom v bode (0,0). Druha ¢ast (v,)
je rovina naklonena v ypsilonovom smere.

V zavislosti od parametrov f; a tan a vieme rozlisit tri moznosti:

o Pre f; > tana, je sticet oboch Casti kladny potenciél pre vSetky smery s minimom nula v bode (0, 0). Teda,
bez ohladu na to s akou rychlostou vy za¢neme, gradient nas vzdy privedie do minima, teda nulovej rych-
losti.

+ Pre f; < tana, stcet oboch casti tvori potencidl bez minima. Potencidl v smere v, — —oo ide do minus
nekone¢na. Ak za¢neme na kladnej osi y (0,v, > 0), tak nds gradient privedie do bodu (0,0), kde sa bod
zastavi. Ak vak zacneme hocikde inde, tak gradient posobi vzdy pre¢ od kladnej ypsilonovej osi. Znamena
to, Ze uhol medzi kladnou osou y a vektorom rychlosti sa bude vzdy zvicsovat. Zaroven musime klesat
dole po potenciali. Preto vSetky ostantné rychlosti budu pokracovat do nekonec¢na a kone¢na rychlost bude
nekonec¢na.

o« Pre f; = tana, mame $pecialny pripad. Sucet oboch casti tvori kladny potencial s minimami (hodnoty
nula) pozdlz negativnej osiy (0,v, < 0). Kone¢na rychlost teda moze byt hocijaka z tychto hodnot. Aka je
konec¢na rychlost, zavisi od pociatocnej rychlosti.

Na ndjdenie konec¢nej rychlosti pre treti pripad moZeme pouzit metédu hladania invariantu. Pre f; = tana
sa pohybova rovnica zjednodusi na tvar

]%gi/x - —Wg—xTV; (3.9)
ﬁ;wz_;ﬁgﬁé_l' (3.10)
Ak prejdeme k polarnym stradniciam v, ¢, tak dostaneme
]%gizz—(l+cos<p) (3.11)
‘ig' =—%sin(p. (3.12)
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Pre x-ovu a y-ovu zlozku vieme zdroven pisat

L sin ¢ (3.13)
_Vx = — .
fag

1.

v, =—cosg—1. (3.14)

fag
MobzZeme si vSimnut, Ze ak vytvorime novd premennt K := v — v, tak td sa poc¢as pohybu nemeni.
K=v-9,=0. (3.15)

Vytvorili sme teda invariant (konstantu pohybu). Tato hodnota musi byt rovnaka na zaciatku a aj na konci. Ak teda
zac¢iname s rychlostou v, pod uhlom ¢, tak invariant K je

K=vy(1 - cosg) = 2v,sin* g (3.16)

Na konci skon¢ime s rychlostou (0, —v,,., < 0). Pre tento stav je invariant K
K=2v,0. (3.17)

Na zaklade toho vieme teda, Ze kone¢na rychlost bude

Vyoo = Vo sin’ g . (3.18)
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