Fyzikdlny korespondenény seminar, kategoéria FX ‘

\/:7 . XX. ro¢nik, 2024/2025
Trojsten

FX, KTFDF FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

RieSenia 2. kola zimnej Casti

2.1 Michelinska hviezda vzorak Lego, opravoval Lego (simon.pajger@trojsten.sk)

Tepelny tok z kuchyne do chladnicky bude imerny teplotnému rozdielu medzi nimi. Ozna¢me konstantu
umernosti k (jej jednotka je joule na sekundu na kelvin), teplotu kuchyne Tk a teplotu chladnicky Tc, potom
tepelny tok je Q; = k(Tx — T¢).

Ak ma chladnicka drzat konstantnu teplotu musi vSetko toto teplo vypumpovat von. Z druhého termo-
dynamické zakona vieme, Ze celkovd entropia nemdze klesat. Zmena entropie ked je systému s teplotou T
dodané teplo Q je AS = Q/T. Chladni¢ka svojim fungovanim precerpéva teplo z chladni¢ky von, ¢im znizuje
entropiu v chladnicke a zvysuje entropiu vonku. V idealnom pripade teda zvysi entropiu vonku o rovnako
vela ako zniZi entropiu vnutri, ¢ize

&:&
Tx  Te

b

kde Q¢ je teplo odpumpované z chladnicky a Qg je teplo ktoré bude vypumpované von (¢ize Qg = Qc + W,
kde pracu W si chladnicka vytiahne z elektrickej siete).

Celkova tepelna bilancia kuchyne teda je

Uk = Qc~ Q.

kde Uk je celkova (vnutorna) energia kuchyne. Ako sme uz povedali, chladnicka musi zo seba vypumpovat
tolko tepla, kolko do nej dotecie z kuchyne, ¢ize Q¢ = Q). Podosadzame

k

Tx — Tc)?
7 (T~ o).

. . T R
wz@%—@
C

Predpokladajme, Ze energia kuchyne Uy zélezi linedrne od teploty kuchyne Tx. KonStanta tejto zdvislosti je
tepelna kapacita C. Potom T = Uyx/C. A mdzeme napisat a vyriesit diferencialnu rovnicu
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dTx
t - — T-)?2
dt CTC( k=Te)
Tk (1) f
-/;"K(O) (TK - Tc)2 CTC
-1 -1
Te(t) - Te  Te(0)-Tc CTC
1
TC + 1 X = TK(t)
Tx(0)-Tc = CIc
Teplota teda rastie ako linearna lomena funkcia, ¢ize v ¢ase
1 Kk F 2o
To(0) - Tc CTc =
Tc C
[ ——— too
Tx(0) - Tc k

zdiverguje do nekonecna +co. Samozrejme v realite nemdze narast do nekonecna, ale ddva nam to horné
ohranicenie ¢asu, do kedy nase predpoklady (odizolovanost kuchyne, fungovanie chladni¢ky, to Ze mame
dost energie...) prestanu fungovat.

2.2 Leniva tycka vzorak Janci a Jakub, opravovali Jandi (jan.pulmann@gmail.com) a Jakub

Poduloha 1 - RieSenie cez klasickitt mechaniku

Obrazok 2.2.1: Zakreslenie sil pésobiacich na tycku.

Najprv si zakreslime vsetky sily, ktoré pdsobia na tycku (Obrazok 2.2.1). Na ty¢ku posobi 5 sil: tiazova sila G
(velkost mg), normdlova sila od podlahy F,, normalovd sila od steny F,, trecia sila od podlahy F, (velkost
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fiF)) a trecia sila od steny Fy, (velkost f,F,). Mozeme si vdimnut, Ze 2 premenné (F, a F,) si nezndme. Ich
velkost musi byt taka, aby sa tycka neprepadla cez stenu alebo podlahu. Mézeme si este v§imnut z geometrie
obrézka, ze tazisko (bod T) sa pri $mykani ty¢ky pohybuje po kruznici s polomerom L/2 okolo rohu steny
(0,0).

Z Kklasickej mechaniky vieme, Ze pre popis pohybu tuhého telesa ndm postaci poznat aka celkova sila Fy a
celkovy moment sil M1 posobia na teleso.

Pre na$ pripad dostavame

FTZZFi=G+F1+F2+Ff,1+Ff,2

= (_flpl + Fz, -mg + Fl + szz, 0) >

MT=Zr,-><F,-:0><G+rT1><F1+rT2><F2+rT1><Ff,1+rT2><Ff,2
i
L . .
= (O,O,E(Flcosa—lelsmoc —Fzsmoc—szzcosoc)).

Celkova sila Fr a celkovy moment sil M spdsobuju zrychlenie telese ar a uhlové zrychlenie e podla
Newtonového zakona

FT:maT, MT:IeTeM,

kde I je moment zotrvacnosti telesa okolo rotacnej osi, ktora je urcena jednotkovym vektorom v smere
celkového momentu sil ey,;.

Pre ty¢ku hmotnosti m a dizky L plati, Ze jej moment zotrva¢nosti okolo taZiska je £mL?. Pre zrychlenie
taziska ar a uhlové zrychlenie e dostaneme teda

1 Fl Fz Fl FZ )
ar=—Fr=|-i—+—,-mg+—+ ,—,0],
g m T ( ﬁm m g m fzm

L 6(F1 B e Banas pF )
- =—|—cosa—- fi—sina— —=sina— fr—cosa.
SmlL? g m Ym m *m

€T = L

Zatial sme dostali iba v§eobecné pohybové rovnice pre dané sily F; a F,. My vSak mame 2 vidzobné
podmienky: bod 1 nesmie prepadnut cez podlahu a bod 2 nesmie prepadnut cez stenu. Musime teda najprv
vypocitat pohybové rovnice pre tieto body. Ked uz pozname ar a er, tak vieme vypocitat zrychlenie kazdého
bodu tuhého telesa pomocou vztahu

aAzaT+eT><rTA+w><(werA),
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kde prvy ¢len zodpoveda celkovému zrychleniu celého telesa, druhy ¢len zodpoveda uhlovému zrychleniu a
treti ¢len zodpoveda odstredivému zrychleniu.

Prebod 1 (rp = (% cos «, —% sin «, 0)) abod2 (rp = (—% cos a, % sin «, 0)) dostdvame:

a ( fFl+F2 +F1+fF2 0)+(+L i +L 0)+( WL +w2 i 0)
=\-h—+——m — —, —€ersina, +—€ercosa, —-——cosa,+—sina, 0],
! "m om g m Zm 2 T 2 T 2 2
a ( fF1 + e + b + f; b O) +( Le sin Le cos 0) + (+_w2L cosa —sz si O)
=|l-i—+—,-m — -, ——€rsina, —— o, ,— ina,0].
2 1m m § m 2m 2 T 2 T 2 2

Aby sme zabranili prepadnutiu cez podlahu, tak v kazdom momente predpokladéme a;, = 0. Podobne na
stene dostavame podmienku a, , = 0." Dostaneme teda dve rovnice (2 podmienky) o dvoch neznamych (F,
a F,). Aby sme si zjednodusili zapis, tak si zadefinujeme nasledujtice skratky: a; := &, a, := 2, 5 := sina,
¢ :=cosa.

Podmienky a,, = 0 a a,,, = 0 sa daji potom zapisat ako

2L
a;(1+3c¢* -3fisc) + ay(fo —3sc-3fac?) =g - wTS

WL

a1(—fi —3sc +3fis?) + ay(1+3s* + 3fos¢c) = ¢

Ide o jednoduchu linearnu ststavu rovnic, takze mdzeme pouzit maticovy zapis

W’L
A B a; _ g- ZTS
CD a) — wTL C ’
kde koeficienty A, B, C a D zodpovedaju vyssie uvedenim zatvorkam. Najst 4, a a, znamena vyrie$it maticova
rovnicu. Rovnicu staci zlava vynasobit inverznou maticou a dostaneme

ar\ AB_lg—‘“Tst
a) \CD) \ ~<Lc |’

Pre inverznu maticu velkosti 2x2 mame vztah

ar\ _ 1 D -B g—‘”Tst
a,)]  AD-BC\-C A )\ -<L¢ )

'V skuto¢nosti sme pouzili zbyto¢ne prisnu podmienku. V realite mame podmienky a;,, > 0 a a,,, > 0. Tieto podmienky sa
volaji jednostranné vizby a ¢asto vedu ku komplikovanej$im rovniciam, ktoré sa daju riesit iba numericky.
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Ked uz pozname premenné a, a a,, tak pozname aj aké normalové sily F, a F, pdsobia a pozname aj pohybové
rovnice pre pohyb taziska.

ary =—hHa; + a,

_ 85(=6fis+3c-3fifsc) + W L(-2¢ + fifoc + 3 fi5)
4§20, +6(fo— f)sc

aT’y = _g + al +f2a2

_ —gc(=6fis+3c—3fifrc) + WAL(-2s + fifos — 3 fac)
120 f,+ 6(fo - fi)se

Sice pozname celkové zrychlenie taziska v smeroch x a y, nas bude zaujimat rozlozenie zrychlenia podla
inych smerov. Z obrazka vieme, Ze tazisko sa bude pohybovat po kruznici. Mozeme teda povedat, Ze
zrychlenie v normélovom smere (v smere (0, 0)—T') bude odstredivé zrychlenie a zrychlenie v tangencidlnom
smere (kolmo na normaélovy smer v bode T') bude urcovat uhlové zrychlenie. Nesmieme zabudnut, Ze tieto
uhlové a odstredivé zrychlenia st iné od uhlového a odstredivého zrychlenia tuhého telesa, kedze ide o
zrychlenia iba bodového objektu - taziska. RozloZit vektor na normalovy a tangencialny smer sa da urobit
aj pomocou matic.

arnN|\ _ +C +S\[arx
ar,T =5 +c ar,y
Nas zaujima tangencialne zrychlenie ar r, pre ktoré dostaneme vztah
—3g[-2fisina + (1- fif,) cosa] — 3w?L( f sin® a + f; cos® a)

4-2fif,+6(f,— fi)sinacosa

Toto tangencidlne zrychlenie je priamo spojené uhlovym zrychlenim uhla « (cez faktor £). Ak vsetko
prevedieme do jednej suradnice «, tak dostaneme diferencialnu rovnicu druhého radu

~B[-2fisina + (1- fifo) cosa] - 36>(fisin® a + f> cos? )
2- fif, +3(f2 - fi) sinacosa '

arr =

a=

Podiloha 1 - Riesenie cez parameter

Za toto rieSenie dakujeme Richardovi Dudekovi. Najprv si uvedomime, Ze sklz ty¢ky po stene sa sprava
rovnako, ako keby oba konce tycky boli pripevnené ku podlahe a stene. V takom pripade cely pohyb tycky v
kazdom momente je jednoznac¢ne uréenym jednym parametrom — uhlom «. KedZe sa tazisko pohybuje po
kruznici, tak jeho poloha je jasne definovana ako
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L
xr(t) = ~ cos a(t),
L
yr(t) = Esinoc(t).
Tak ako pri predchadzajucom rieseni najdeme celkovu silu a moment sil
FT: (_ﬁF1+F23_mg+F1+f2F2,O),
L . .
M= (0,0, E(Fl cosa — fiF;sina — Fsina — f,F, cos oc)) .

Dostaneme 3 rovnice pre pohyb: 2 rovnice pre pohyb taziska (v smere x a y) a 1 rovnicu pre rota¢ny pohyb.

. F F

Xr=—-f—+—,

T flm m
F, _F
=—g+—+ f—,
yr=-8 fzm

6(F ko ko b
€=—|—cosa— f—sina— —sina— f,—cosa|.
L\m m m m

Tieto 3 zrychlenia st viazané parametrom «. Zrychlenie taziska dostaneme dvoma derivaciami vztahu pre
polohu

L .
xr(t) = -3 sina ¢,

L .
yr(t) = E(COS(X& —sinad?).

Vztah medzi uhlovym zrychlenim € a uhlom « je cez druhu ¢asovu derivaciu s opa¢nym znamienkom (lebo
pri pozitivnom smere momentu, uhol & bude klesat a naopak).

Po dosadeni dostaneme 3 rovnice o 3 neznamych (F;, F, a ).

https://fx.fks.sk/ 6 otazky@fks.sk


https://fx.fks.sk/
mailto:otazky@fks.sk

‘ é@é Riesenia 2. kola zimnej casti — termin 13. 01. 2025

L . . %) Fl FZ
—|—-sinaax—cosaxa’)=—-fi—+—,
2( ) flm m

L . . %) Fl F2
—|cosaa —sina « -0+ —+ fHL—,
2( ) g m fzm

b'c—6(Flcosoc stmoc Fsm(x chosoc)
L\m : m *m '

Pre priehladnost ich vieme napisat v maticovom tvare

f -1 ~Lsina\ (L cosocéc2
- - L B_ 2
1 f +2ch)soc 2= g+ Lsinaa
—cosa+ fisina sina + fcosa  —¢ o 0

Rie$enim sustavy rovnic najdeme

g[1+3f2 sin a cos a+3 sin? a]+L&* (~2 sin a— f5 cos )
2[2-fifa+3(f2—f1) sinacosa
g[ﬁ—3f1 sin® a+3 sin & cos a |+La>(~2 cos a+ fi sin a)
2[2-fif2+3(fo—fi) sinacosa]
—3—Lg [-2fisina+(1-fif2) cos a]—SécZ(fl sin? a+ f, cos? a)
2-fifo+3(fo—fi) sinacos o

QI|TI|

Poduloha 2

Aby sme dostali rovnicu pohybu kyvadla musime dosiahnut rovnicu v tvare

¢ =—-Ksing,

kde K je nejaka vlastna konstanta kyvadla a uhol ¢ moéze byt v nejakom linedrnom vztahu voci uhlu a.

Ked sa pozrieme na rovnicu pohybu pre «, tak pokial menovatel nebude konstantny, tak budeme mat stale
komplikovanu zavislost. Menovatel je konstantny iba za podmienky f; = f, = f. Vtedy sa rovnica zjednodusi
na tvar

s+ [ 2f - p o

o =- sma+ cosa | —

L2-)| 1+  f 2- "

Faktor (1 + f?) sme Vybrali dopredu zamerne. Ked zadefinujeme novu konstantu tan ¢ :=

2
sing = ; Jq acos¢ = fZ a rovnica sa zjednodusi na tvar

= f2’ tak plati

3g(1+f2) 3f &2
L(2-f?) 2=
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¢o sa da interpretovat ako kyvadlo s konstantou K = i‘g((;fjﬁ[;)) , stabilnou polohou ay = —~¢ — 7 a s odporom

vzduchu, kedZe odpor vzduchu zavisi od druhej mocniny rychlosti.

Ak chceme mat kyvadlo bez odporu, tak ¢len s druhou mocninou rychlosti musi zmiznat. To nastane iba

pre fi=f,=f=0.

o= ——gcosoc.
2L

Poduloha 3

Predtym, ako numericky spocitame ¢as padu tycky, tak musime najprv spomenut 2 dolezité aspekty. Prvy
aspekt, musime najprv zistit, pri akych uhloch sa ty¢ka vobec zosmykne (empirickym pozorovanim sme
zistili, Ze niekedy sa tycka nezo$mykne). Druhy aspekt, musime si overit, Ze v nasej simuldcii si normalové
sily kladné pocas celého casu.

Na ndjdenie kritického uhla &y si posta¢ime s uz ndjdenymi vztahmi. Predpokladajme, ze dynamické a
statické koeficienty trenia si rovnaké. Potom hrani¢ny uhol nastane, ked rovnica pre & nam da nulové
zrychlenie a stabilni polohu. V stabilnej polohe nemdame rychlost, preto ¢len &« = 0 vypadne. Po zopar
algebraickych upravach dostaneme

1-ff
2fi

tan oy =

Vieme preto, Ze pociato¢ny uhol musi byt mensi

1- fifs
2fi

a(t=0) < ay = arctan

Mozeme si vS$imnut, ze v pripade f; f, > 1sa tycka nikdy nezoSmykne a je drzana stenou a podlahou v stabilnej
polohe (predstavte si stenu, podlahu a tycku z gumeného materialu).

Pokial ide o druhy aspekt, v kazdom case simulacie vieme vypocitat normalové sily a overit, ¢i su kladné.
Mozeme si v8ak v§imnut, Ze ak zanedbame ¢leny s &? (napriklad pri zac¢iatku padu), tak obe normalové
sily budu vzdy kladné.” Preto mozeme ocakavat, ze sa tycka odlepi od steny/podlahy az v pripade, ak bude
dostato¢ne rychlo rotovat.

Dalej si mozeme viimnut, Ze pre parametre, ked ty¢ka moze spadntt (f; f> < 1) je menovatel kladny a teda
nam nehrozi Ziadne nefyzikalne stipanie uhla a.

Priklad numerickej simuldcie, ktora vyuziva Eulerovu integra¢ni metoédu a je implementovana v jazyku
Python, je uvedeny nizsie. V skratke, simulacia zadefinuje potrebné parametre systému (g, L, fi, f2),

*Pre silu F, je to jasné priamo zo vztahu. Pre silu F, to nie je tak zrejmé. Ale ak chceme $mykajtcu tycku, tak uhol & musi byt
mensi ako arctan % Vieme aj, Ze to je urcite uhol mensi ako arctan zifl Jednoduchou analyzou uz iba overime, Ze na rozmedzi

hodnét od 0 po arctan %fl naber4 sila F, iba kladné hodnoty.
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pociatoéné parametre (a(t = 0) a a(t = 0) = 0), skontrolujeme, ¢i sa tycka $myka, nastavime si polia,
kam si budeme ukladat premenné, vykoname slucku while dokial uhol neklesne pod nulu, vypocitame v
kazdom case zmenu uhla, rychlosti uhla a normalové sily (F, a F,) a nakoniec vysledky zobrazime v grafe.

Napriklad pre parametre L = 1m, f; = 0,2, f, = 0,1, &y = 5 dostaneme ¢as 0,685 s. Mozeme si vSak
v§imnut, Ze normalova sila N, tesne pred koncom klesne ku zapornym hodnotdm. Takze tycka v spodnej casti
trajektdrie sa pohybuje dostato¢nou rychlostou, aby sa ,odrazila’” od podlahy. Pri skdsani inych parametrov
dostdavame podobné spravanie. Kvalitativne sa pri pade potencialna energia tycky nedokonale (kvéli treniu)
premeni na rota¢nu kineticku energiu az do bodu, ked na tycku prestane posobit normalova sila od podlahy.
Takze nasa leniva tycka si tesne pred koncom vyskoci.

Time Dependence of Angle « and Functions F;, F,

—— Angle a (radians)
7.5— " F,

- a=0

5.0 A

2.5 1

0.0 = m == S

Values

=2.5 1

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
Time (s)

Obrazok 2.2.2: Zavislost uhla « (modrd), normdlovej sily F, (oranzovd) a F, (zelend) od casu.
Nulovy uhol je vyznacleny prerusovanou cervenou ciarou.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Constants

g = 9.81 # gravity, m/s"2

1 =1.0 # length, m

fl = 0.2 # friction coefficient
f2a = 0.1 # friction coefficient

# Initial conditions
alpha_0 = np.pi / 3 # initial angle in radians
dot_alpha 0 = 0 # initial angular velocity

# Check i1f the initial angle is below the critical angle
critical_angle = np.arctan((1 - f1 * f2) / (2 * f1))
if alpha_0 > critical_angle:
raise ValueError(
f”Initial angle {alpha_0} is not below the critical angle {critical_angle:.4f} radians.”

)
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# Time step and maximum time
dt = 0.001 # time step, seconds
max_time = 2 # maximum simulation time, seconds

# Initialize variables
alpha = alpha_0
dot_alpha = dot_alpha_0
time = 0

final_time = None

# Lists to store results for plotting

times = []
alphas = []
F1_values = []
F2_values = []

# Euler integration loop
while alpha > 0 and time <= max_time:
# Calculate second derivative using the given formula

d2alpha = (
-3*g /1)
*(

-2 * f1 * np.sin(alpha)

(1 - f1 * f2) * np.cos(alpha)

1t/ 9

dot_alpha**2

(f2 * np.cos(alpha) ** 2 + f1 * np.sin(alpha) ** 2)

* ok + +

)
/ (2 - f1 * f2 + 3 * (f2 - f1) * np.sin(alpha) * np.cos(alpha))

)

# Calculate N1 and N2

F1 = (
g* (1+3*f2=* np.sin(alpha) * np.cos(alpha) + 3 * np.sin(alpha) ** 2)
+ 1 * dot_alpha**2 * (-2 * np.sin(alpha) - f2 * np.cos(alpha))

Y/ (2 * (2 - f1*f2+ 3 * (f2 - f1) * np.sin(alpha) * np.cos(alpha)))

F2 = (
g * (f1 - 3 * f1 * np.sin(alpha) ** 2 + 3 * np.sin(alpha) * np.cos(alpha))
+ 1 * dot_alpha**2 * (-2 * np.cos(alpha) + f1 * np.sin(alpha))

Y/ (2 * (2 - f1*f2+3* (f2 - f1) * np.sin(alpha) * np.cos(alpha)))

# Update angular velocity and angle using Euler method
dot_alpha += d2alpha * dt
alpha += dot_alpha * dt

# Append current values to lists
times.append(time)
alphas.append(alpha)
F1_values.append(F1)
F2_values.append(F2)

# Increment time
time += dt

# Record the final time when the angle becomes 0
if alpha <= 0 and final_time is None:
final_time = time

https://fx.fks.sk/ 10 otazky@fks.sk
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# Print the final time
if final_time is not None:

print(f”The angle became 0 at time {final_time:.4f} seconds.”)
else:

print(”The angle did not reach 0 within the simulation time.”)

# Plot the results

plt.figure(figsize=(12, 6))

plt.plot(times, alphas, label="Angle \u@3bil (radians)”)
plt.plot(times, F1_values, label="F1")

plt.plot(times, F2_values, label="F2")

plt.axhline(0, color="red”, linestyle="--", label="\u03bl = 0”)
plt.title(”Time Dependence of Angle \u03bl and Functions F1, F2”)
plt.xlabel(”Time (s)”)

plt.ylabel(”Values™)

plt.legend()

plt.grid()

plt.show()

2.3 Kolabujuci elektron vzorék Jakub, opravoval Jakub (jakocak@gmail.com)

Poduloha 1

Aby sme ziskali linedrny koeficient ¢; pre konkrétny vlastny stav ¢;(r), tak rovnicu (2.3.3) zo zadania
prendsobime ¢ () a preintegrujeme cez cely priestor.

[ o ar= [ <p7(r)(ch¢j(r)) dr
R R o7
Nésledne vyberieme sumu pred integral a pouzijeme rovnicu (2.3.2) zo zadania.

/;3 @ (r)¥(r) dr=> ¢ /;3 @i (r)g;(r) dr = ;ijsij = ¢

vj

Pouzitim tejto rovnice vieme vypocitat vSetky linearne koeficienty a pravdepodobnosti.

Aj ked vSeobecna funkcia pre stavy vyzera velmi zlozZito, pre zakladny stav ma jednoduchy tvar. Pre pévodny
stav elektrénu (Z =1, n =1,1 = 0 a m = 0) dostaneme

_ 1 _
\{’(r) = (Pf(;,lo(r: 6; ¢) = —7_[6 .

7

Pre zakladny stav nového jadra (Z =2,n=1,1 = 0 am = 0) mame

8

oA (0. 9) =\ e ™.
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Potom linearny koeficient ¢yoy sa da vypocitat ako

+00 2
€100 = /9"100 )¥(r) dr—/ / / —e - ﬂe rsm@drd@qu

+00 2n
2 ¥ / rre dr/ sin 0 df d¢
0

0

2Rl e 2 ) T cosoilgly

/4

2 1612
Y

1<

b

kde sme rozdelili integral na tri integraly podla jednotlivych stradnic (?), pouzili per partes na ndjdenie
integralu s exponencialnou funkciou (¢) a integraly sme vy¢islili (#). Dostaneme teda, Ze pravdepodobnost

kolapsu do zékladného stavu nového systému je |cio0|* = 22 » 70, 23%.

Poduloha 2

Vypocitat tento koeficient pre fubovolny stav vo vSeobecnosti bude naroc¢nejsie. Predpokladajme, ze nas
zaujima vSeobecny vdzobny stav ¢,,;,,. Pre linearny koeficient dostaneme

cun = [ (RE(r)Yin(6,9)) RE™ (1) Yoo( 6. ¢) dr

+
=/ (R%2(r)) RE (1) dr/ f * (8, ¢)Yoo(0,¢)sin0 d6 dg,
0
kde mo6zeme vyuzit to, Ze funkcie Y}, st na seba ortogonalne podla vztahu’

A=U'Am=m’
dxl'vm+m'

/” fzn Y7 (6,6) Y (6, ¢)sin 6 d6 db = {;

To znamena, Ze iba stavy I = 0 a m = 0 maji nenulovu pravdepodobnost kolapsu.

Pokrac¢ovanim dostaneme
+00 7 7
=2 =1 2
Culm = 81087110 /O RnO (r)RIO T')T dr

82

4 nt
= 6[0(5"10 Lfll_)l(—r)f'ze_ n2r dr.
ni 0 n

? Ak by niekoho zaujimal detailny dokaz, tak tu je skritend verzia: V prvom kroku sa ukdze, Ze intergdl je nenulovy iba pre
m = m'. A v druhom kroku moéZeme rovno uvazovat m = m’ dostaneme vztah pre ortogonalitu pridruzenych Legendrovych
polynémov.
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Dostavame integral sic¢inu polynému a exponencidly. Pouzitim vztahu pre zovseobecneny Laguerrov
polyném dostaneme

n

Culm = 51087710

8\/_ roo (4) () gnn (_(4,)(4r)”) "

nz 0 (1’1—1)' (4r)"_1 e S dr

8\/5 +oo  dn-1 (rne_%r)re_";zr

= 0100 0———— ' d
0 Oni(n—l)! o dr! '

Zadefinujeme si teda hladany integral ako

(a,b,n) = / dr” . r”e‘br) dr.

Tento integral sa d4 vypocitat ako parcidlna derivécia iného integralu J(a, b, n)

I(a,b,n) :—%](a,b,n), (2.3.1)

kde novy integral je definovany ako

J(a,b,n) = / dr” . (r"e™r) dr.

Ak pouzijem na integral J(a, b, n) raz per partes, tak dostaneme

—ar dr? n ,—br o e —ar dn n ,—br
](a,b,n)z[e W(r e )]0 —_/; (—a)e W(r e )dr.

Prvy ¢len je nulovy, kedze (n — 2)-t4 derivacia bude mat tvar e=?"P(r), kde P bude polyném s nenulovymi
koeficientami od druhého radu po n-ty rad. Zjednodusene dostaneme

J(a,b,n)=a /:oo e —— d ( & ’br) dr.

drn=2
Opakovanym pouzitim tohto postupu sa postupne zbavime vsetkych derivacii a dostaneme

+00 an—ln!

_ n-1 —ar( .n —br _
](a,b,n)—a /() e ( )d?’ m
Ked poznédme vztah pre integrél J(a,b,n), tak vieme vypocitat aj integral I(a,b,n) z rovnice 2.3.1a
dostaneme
Iabyn) =~ fh(n—1) - 2a]
> (a+b)n+2 )

Pre nase hodnoty a = -2 a b = 2 dostaneme

(n—2 4 ) 2(n—-2)"2n'n!
I ,—sh|=—
(n+2)r+2

n n
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A vysledny koeficient je*
(n—2)r2
(n+2)m+2"

Nasledujuca tabulka hovori, aké s pravdepodobnosti, ze elektron skolabuje do stavu ¢,,0¢.

Cnlm = —8106,,,,016\/5}1%

|Cnoo|2
70.23%
25.00%
1.27%
0.39%
0.17%
0.09%

O\mrpwwr—-‘:

Vidime, Ze pre n = 1 dostavame konzistentny vysledok s podulohou 1.

Poduloha 3

Aj ked funkcie ¢,,, () st na seba kolmé, pokryvaju cely priestor a je ich nekone¢ne vela, tak aj napriek tomu
tvoria neuplnu bézu véetkych funkcii. Funkcie ¢, (1) popisuju takzvané viazobné stavy (stavy, ked elektron
je naviazany na jadro a neopusta ho). Existuju aj nevdzobné stavy, ktoré popisuji odchod elektrénu z jadra
— ionizaciu.’

Aby sme zistili pravdepodobnost ionizacie, tak musime spocitat vSetky pravdepodobnosti kolapsu do
hocijakého vizobného vlastného stavu. Zvysok do 100% je pravdepodobnost ionizacie, teda kolapsu do
vlastnych stavov, ktoré sa pre velké vzdialenosti spravaju ako elektronové viny® e’**. Tieto stavy sa volaju
rozptylové vlastné stavy a zodpovedaju prave stavom popisujice ionizaciu. Koeficienty c, s rastiicim ¢islom
n klesaju velmi rychlo. Pre velké n sa koeficient sprava ako

_ n-2
€00 = —16\/§n% (n-2) _ —16\/§n§e(”‘2) In(n-2)—(n+2) In(n+2)
(n+2)n+2

_ —16\/51’12 e(n—2) [Inn+ln(1-2)]-(n+2)[In n+In(1+2)]

~ —16\/571% e(n—Z)[ln n—%]—(n+2)[ln n+%]

~ —167/2e 74073 .

Pre pravdepodobnost ionizacie p;,, teda dostavame

+00

pion =1- Z |Ci100|2 .

n=1

Na vypocet tejto hodnoty mdzeme spocitat niekolko prvych ¢lenov a zvysok vieme odhadnit pomocou
asymptotického spravania. Nakoniec dostaneme p;,, ~ 2,63%. Takze s velkou pravdepodobnostou 97, 4%

“Mbzeme si viimnuit, Ze pre n = 2 dostdvame nedefinovany vyraz 0°, ktory v nagom pripade sa vyhodnoti ako 1, kedze je to
najprirodzenejsie dodefinovanie vztahu x* pre x = 0. Mdzeme si to overit priamym vypoctom integralu pre n = 2.

> Aby sme boli tplny, tak popisuji okrem odchodu aj prichod elektrénu k jadru.

%V nagom pripade je to este trochu komplikovanejsie. Pre dostato¢ne rychlo klesajice potencialy je to pravda. Ale Coulombov
potenciél klesé pomaly a dodato¢ne tam vznik4 este fdzovy posun, ktory prida do exponenciély ¢len umerny ~ log(r).
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sa elektron zachyti a neopusti jadro, ale existuje $anca 2, 6%, zZe elektron slobodne tjde z jadra. Nenulovost
tejto pravdepodobnosti ndm dokazuje, ze funkcie ¢,;,, () netvoria uplnu bazu.
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