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RieSenia 1. kola zimnej Casti

1.1 Nabita gula

Zadanie. Vodivii gulu s polomerom R umiestnime do homogénneho elektrického pola intenzity E. Na povrchu gule
sa distribuuje ndboj. Gulu rozrezeme na dve polovice rovinou kolmou na elektrické pole. Aky ndboj je na pologuliach?

Riesenie. (Autor rieSenia: Janci a Jakub ( ) opravuje Janci ( )

RieSenie cez zrkadlenie

Predpokladajme, ze homogénne elektrické pole v okoli gule je spdsobené dvojicou opacnych nabojov +Q a —Q
vzdialenych daleko od seba v polohach (+D,0,0) a (-D,0,0). V toto nastaveni sa da néjst elektrické pole v okoli
gule pomocou metddy zrkadlenia nabojov. Plati totiz, ze ak mame jeden naboj v okoli vodivej gule, tak elektické
pole takejto sustavy je identické s elektrickym polom dvojice povodny naboj a imaginarny naboj. Konkrétne,
ak mame naboj +Q v polohe D, tak druhy (imaginarny) ndboj mé velkost Q" = ~QX a polohu D’ = %. V pripade
sustavy dvoch nabojov v okoli vodivej gule je elektrické pole superpoziciou jednotlivych rieSeni pre jeden naboj.

Obrazok 1.1: Zrkadlenie ndboja +Q na vodivej guli s polomerom R na imagindrny ndboj Q'.

Vyrie$ime najprv teda tlohu pre jeden néboj. Majme nédboj +Q v polohe (+D, 0, 0). Druhy imaginérny naboj bude
teda mat velkost ~QX a bude sa nachadzat v polohe (Rg, 0, 0). Electricky potencidl tejto dvojice ndbojov v bode
r = (x,9,2) je potom

V(r) = ! g - %
4meog \/r2 + D* - 2Dx  47& m

1

(L.1)
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Po malej uprave dostaneme

Q 1 Q
4meg \/r> + D* - 2Dx  47& \/g_jrz +R?>-2Dx

V(r) = (1.2)

Mozeme si v§imnut, ze na povrchu gule |r| = R je potencial nulovy. KedZe nds bude zaujimat, aké je elektrické pole
na povrchu gule [r| = R, potrebujeme zdporny gradient potencialu

E=-VV. (1.3)

A kedZe nas bude zaujimat radidlny smer, prevedieme vyraz do sférickych stiradnic

1 Q 1 Q

V(r) = - ) (1.4)
4meg \/12 + D2 - 2Drcos@  47me \/%1’2+R2—2D1’C089
Pre elektickd intenzitu na povrchu gule tak potom dostaneme
D2 _ R2
E, = ov Q ( ) (1.5)

SOl 4meR (R? + D? - 2DRcos 0)**

KedZe toto je elektrické pole nad gulou a elektrické pole pod povrchom gule je nula, tak z Gaussoveho zakona
vieme vypocitat plosna hustotu naboja na povrchu gule ako

o= SoE,’. (16)

Kedze je naboj +Q vo velkej vzdialenosti D > R, moZeme pouzit approximaciu pre popis distribicie naboja na
povrchu gule
D? - R? 1 R
0+:—g ( ) 7 w—g—(1+3—c039) . (1.7)
47TRD3(1—2%COSG+ ) 4m RD D

+Q

Obrazok 1.2: Zrkadlenie ndabojov +Q a —Q na vodivej guli s polomerom R na imagindrne ndboje Q' a —Q'.
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Ked budeme postupovat rovnako pre naboj —Q v polohe (-D,0,0), tak dostaneme, ze nim indukovand hustota
naboja na povrchu gule je

1 R
(7‘=g—( —3—cosl9) . (1.8)
4w RD D
Celkovy povrchovy naboj na guli potom je
3Q 1
a=a++0‘=——Q—c059. (1.9)
2m D?
Ak teda vypocitame naboj na jednej pologuli, tak dostaneme
/2 30 R?
Quemi = f odS = fo 627t sin 66 = TQE' (1.10)

Nas vsak zaujima, ako tento naboj zavisi od velkosti vonkajsieho homogénneho elektrického pola E. Naboje +Q
a —Q vytvaraju v okoli gule priblizne homogénne elektrické pole velkosti

Q1 -1 Q1

et et el 111
4ney D*  4mey D> 2mey D? (L11)
Ked vyberieme tento faktor von z vyrazu pre naboj na pologuli, tak dostaneme
Q ~:&L'3ﬂe R? = 371¢,ER? (1.12)
semi 27‘[80 D2 0 0 . .

Dipoélové riesenie
V homogénnom elektrickom poli (—E,0,0) sa sféra nabije tak, Ze na lavej (x < 0) polovici sa zhromazdi kladny
naboj, a na pravej polovici zase zaporny. To in$pirovalo viacerych riesitelov, aby skusili, ¢i sa da nahradit pole sféry
polom dip6lu umiestneného do stredu sféry. Uvazujme teda dipél s momentom (-m,0,0) v pociatku'. Potencial
tohoto dipélu ma tvar

1 mx

Uding = ——— —» 1.13
dipol 47'[80 3 ( )
¢o spolu s potencialom Ex homogénneho pola dava
1 m
Ugpoa(7) = E— ——— | x. 1.14
pots(7) ( 47eg r3) (1.14)

Tu prichddza kluc¢ové pozorovanie: ak nastavime m spravne, celkovy potencidl Usp,r, bude na povrchu sféry r = R

konstantny. Konkrétne, treba aby

= Lﬂ, teda m = 4meoER’. (1.15)
47'[80 R3

Nasli sme takto potencial, ktory spifia okrajové podmienky (na sfére je konstantny a v nekonec¢ne popisuje homo-

génne elektrické pole) a tiez elektrostatické Maxwellove rovnice. Vdaka tomu, Ze rieSenia elektrostatickych rovnic

!'Pripominam, 7e takyto dipél s momentom m sa ma chdpat ako limita § — 0 dvoch nébojov velkosti +m/8 umiestnenych na
(%6/2,0,0).
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st jedinecné, si teda mozeme byt isti, Ze Ug,o1, popisuje aj potencial vodivej sféry pre r > R. KedZe vo vnutri sféry
je pole nulové, potencidl tam je konstantny (v nasom pripade 0).

Néboj na polguliach sa da teraz jednoducho spocitat tak ako vyssie, s pomocou Gaussovho zakona a integrovania
takto urcenej plosnej hustoty naboja. V§imnime si tiez, ze v predchadzajicom rieseni sa vlimite D — oo zrkladlené
naboje vo vnutri gule priblizuju a zvicsuju, teda vytvaraju dipdl. Lahko sa mozete presvedcit, Ze jeho moment
Q' - 2D’ sthlasi s vysledkom v (1.15).

Ako spocitat naboj na polguli bez integrovania
Vyssie spocitany plosny integral nie je zlozity, ale moZeme sa mu vyhnuat. Vieme, Ze naboj na polguli je tmerny
(skrz ) toku elektrického pola cez tato polgulu. Vo vnutri gule je pole nulové, vonku je dané zapornym gradien-
tom Ugyore. Tok cez polgulu md teda dva prispevky

Qsemi/so _ thomog " (Ddipél (116)

semi semi >
kde myslime len tok cez otvorent polgulu (nezaratavame tok cez kruh ohranic¢eny rovnikom). Prvy ¢len spocitame

lahko: tok homogénneho elektrického pola cez polgulu je rovny toku cez rovnikovy kruh, teda

®PO™8 _ 1R2E, (1.17)

semi

Tok od pola dipélu spocitame ako tok od dvoch pomyselnych nabojov tvoriacich dipdl, teda s velkostami +m/§
a rozostupom 9:

. ) —m/é ) )
O =D mL/H +® ﬁ/ =0 ma/w - O _@/ (1.18)
52 52 52 52

kde sme v druhom ¢lene zmenili znamienko naboja a kompenzovali to zmenou znamienka toku. Z Gaussovho
zakona vieme, Ze polosféry mozeme deformovat, ak pocas deformacie neprechadzame plochou cez naboj (rozdiel
tokov je umerny naboju medzi pévodnou a deformovanou plochou, teda nule). Prvua polosféru deformujeme na
valec bez jednej podstavy, druhu na kruh:

)

» 1)
oI = @ ma@ - ZL/ (1.19)
6/2 5/2

)
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Tok cez kruhy sa vykrati’, a dostaneme len tok cez plast tenkého cylindra s polomerom R a vyskou §

)
R 1
dipél m/d
O =@ = — 2nR8 = 2nER* 1.20
semi m / 5 . 47'[8() R2 ( )
—_— povrch valca
elektrickd intenzita na valci

Spolu s tokom homogénneho pola (1.17) dostanme, ze naboj na hornej polsfére je

Qsemi = (2nER* + 1ER?*)¢, = 3meoER? (1.21)

1.2 Relativisticka plachetnica

Zadanie. NASA sa rozhodla poslat low-cost misiu k Proxima Centauri. Sonda md na sebe zrkadlo natocené smerom
na Zem, na ktoré svietime zo Zeme lasermi. Laserovy lii¢ sa od zrkadla odrdza a urychluje sondu svetelnym tlakom.
Za aky cas pride sonda do ciela (Cas je merany v pokojovej stistave Zem — Proxima Centauri)? A aki bude mat
rychlost na konci cesty? Lasery majii vinovii dizku A = 650 nm a celkovy vykon P = 10 MW, sonda md hmotnost
m = 0,1kg a Proxima Centauri je vzdialend d = 4,2ly. Predpokladajte, Ze NASA sa velmi nezaoberala technickymi
detailami (ako zaostrenie laserov na velké vzdialenosti) a vsetko svetlo z laserov sa odrdza od sondy spit.

Ndpoveda: Najprv vypocitajte zrazku jedného foténu so sondou.
Riesenie. (Autor rieSenia: Jakub) opravuje Jakub ( )

Najprv si zadefinujme pokojovu sustavu Zeme a Proxima Centauri tak, Ze Zem sa nachadza v pociatku rze, =
(0,0,0) a Proxima Centauri v X-ovom Smere Ipoxima Centauri = (&> 0,0). Laserovy lu¢ (fotdny) a sonda st vysielané
zo Zeme v pozitivnom smere osi x. Najprv musime vypocitat, ako je sonda urychlena pri zrazke s jednym foténom.
Musime uvazovat relativisticku zrazku.” Pri klasickej zrazke sa zachovava vektor celkovej hybnosti a celkova ener-
gia, pri relativistickej zrazke sa zachovava 4-vektor celkovej hybnosti (prva suradnica je imerna energii a zvysné
tri suradnice zodpovedaju hybnosti). 4-vektor hybnosti Pypjer; objektu s hmotnostou m a rychlostouv = (vy, v, v;)
je

E

mv,
pobjekt = ;;P

) B mc mvy my,
kde sme pouzili E = ymc? celkovu energiu objektu a p = ymyv relativisticki hybnost objektu. Pripominame, Ze ¢ je
rychlost svetla a y = — je Lorentzov faktor.

) (2.1)

2
1-Z
2

2Vsimnite si, ze oba ¢leny v rovnici (1.19) divergujt pre § — 0, kedZe velkost nabojov tvoriacich dipdl je imernd 1/8. My pocitame
kone¢ny prispevok ku ich rozdielu.

*Dovody st dva: 1. Ak si spocitame tlohu v klasickej mechanike, dosiahneme nakoniec relativistické rychlosti v > 0,1c. 2. Lebo
nézov tlohy.
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4-vektor hybnosti Pfyon fotonu ma rovnaky tvar, len energia E a hybnost p st uréené vinovou dlzkou A

P —(E )—(ﬁﬁ E ﬁ) (22)
foton — C)p - A’ As)o Asy: /\Sz ) .

kde h je Planckova konstanta a s = (s,, s, . ) je vektor smeru pohybu foténu dlzky 1.

Pred zrazkou je 4-vektor hybnosti foténu

P-%ﬁﬁoﬂ (2.3)
f,0 — A, /\) > 5 .
a 4-vektor hybnosti sondy
PS,O = me ) my ) 0; O . (24)
Po zrazke je 4-vektor hybnosti foténu
P —(ﬁ-—ﬁ-oo) (2.5)
f,1 — A, ) /\,) > > .

a 4-vektor hybnosti sondy

/

mc my
Ps,l = > 5 0) 0 (26)
KedZe sa celkovy 4-vektor hybnosti zachovéva', dostaneme rovnicu

Pgy + Pgy = Pgy + Py, (2.7)
h+ mc h+ m_ ool h+ mc h+ my’ 0.0 (2.8)

A ) A B Y 2N e ‘

-z 1-4 1-% 1-%

(2.9)

Vznika sustava 2 rovnic o 2 neznamych (nova vlnova dlzka odrazeného fotonu A’ a nova rychlost sondy v'). Kedze
sa nas zaujima iba druhd premenna, mozeme sa prvej premennej zbavit s¢itanim rovnic

%Jr m(c+v) m(c+v)

YoVies i

(2.10)

“Mozeme si viimnut, Ze zdkon zachovania 4-vektora hybnosti v prvej siradnici zodpoveda zakonu zachovania energie a vo zvy$nych
stradniciach zodpoveda zdkonu zachovania hybnosti. Preto sa k tejto sustave rovnic vieme dostat aj bez pouzitia 4-vektorov, ak nahra-
dime v zakonoch zachovania z klasickej fyziky hybnost a energiu ich relativistickymi verziami.
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KedZe je energia jedného fotonu omnoho mensia od energie sondy, mdézeme predpokladat, ze sa rychlost sondy
zmeni iba minimélne v/ = v + dv. Pouzitim approximdcie 1. radu pre §v << v < ¢ dostaneme

1

1 1 1 v
_~ " ~ 1+ ———dv). (2.11)
2 2 2 —
Vi-(e2) Viss-re JU-5)(-2e) iogt Y
Dosadenim do rovnice dostaneme zmenu rychlosti §v
2h c—v V2
v=——"/1-—=. (2.12)
Am ¢ c

Na danom vztahu vidime, ze sonda bude pri vac¢sich rychlostiach urychlena pomalsie kvoli relativistickému fak-
toru (faktor /1 - Z—;), ale zdroven kvoli zmene vnimanej vinovej dlzky foténu (faktor <¥).

Ked uz pozname, ako sa zmeni rychlost sondy po zrazke s jednym foténom, musime urcit, kolko foténov sondu
zasiahne za jednotku ¢asu. Ak lasery maju vykon P a energia jedného fotonu je hf, tak za ¢as At lasery vyprodukuju
konstantny pocet foténov AN zodpovedajuci tomuto vykonu

PAt PA

AN = = —At. 2.13
Efoton hc ( )

Tieto fotény idu rychlostou svetla ¢ v smere osi x. Zodpovedajui konstatnému prudu castic. Ak by sa sonda nehy-
bala, tak za ¢as At nou prejde AN castic. Ked sa sonda hybe rychlostou v v smere osi x, tak niou prechddza mensi
prad castic.” V extrémnou pripade pri rychlosti sondy v = ¢ by ju nezasiahli uz Ziadne fotény. Preto pocet fotonov
dopadajucich na sondu je zmenseny faktorom <* a dostaneme

PAc—
AN, g, = E%At. (2.14)

Preto celkova zmena rychlosti sondy Av za cas At je

2P (c-v\? 2
Av = AN, 0,0V = —— (u) \/1- ZAt. (2.15)
mec C C

Ak zanedbame skokovy narast rychlosti pri kazdej zrazke s fotonmi, tak dostaneme rovnicu pre zrychlenie sondy

dv . Av 2P [(c-v\? V2
a=—=lim— =" ("2 1-—. (2.16)
dt Aa=0 At mc\ ¢ c?

Mozeme si v$imnut, Ze zrychlenie nezavisi od vinovej dizky foténov, ale iba od celkového vykonu lasera. Je to
kvoli tomu, ze laser s polovi¢nou vinovou dlzkou vyprodukuje pri rovnakom vykone polovi¢ny pocet fotonov, ale
tie maju dvojnasobnu hybnost a pdsobia dvojnasobnou silou pri odraze a tieto dva efekty sa vyrusia.

*Ide o ten isty princip, ako keby sme mali vietor a veternti vrtulu. Ak vrtula stoji, tak citi napor vetra. Ak by sme vrtulou hybali
v smere pohybu vetra, bude na vrtulu mensi napor. Ak by igli vrtula presne rychlostou vetra, tak by citila bezvetrie.
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Pre jednoduchost, je lepsie pracovat v relativite s rychlostou vjednotkach c. Po zavedeni rychlosti = %, dostaneme
vztah

%_l@_g B2 (1 - g2\?
dl‘_cdt_mcz(l Ar(a-p). (2.17)

Separaciou premennych a integraciou oboch stran dostaneme vztah medzi rychlostou 3 a ¢asom ¢

_me[_@-pus+p 2]
| |

2P 3

3(1-p(-p) 3

Vztah ur¢uje implicitnd funkciu (t). Pre vypocet vzdialenosti d potrebujeme este raz zintegrovat rychlost. Kedze
pozname (/) a nie (), tak pouZijeme trik per partes

d= f ydt = ¢ f Bdt = ¢ [ﬁt(ﬂ) - f t(ﬂ)dﬁ] . (2.19)
Po dosadeni vztahu ¢(f3) a naslednej integracie dostaneme vztah

B mc3[ (28-1)(1+p) 1].

(2.18)

= + = 2.20

2 |30-p)(1-)" 3 (220
Pre kontrolu, pre malé rychlosti ide o zrychlenie s konstantnym zrychlenim 2£. Pre 8 <« 1 sa oba vztahy zjedno-
dusia na

mc mc 2[5
t~ —cf, dm——/j, (2.21)
2p 2P 2
¢o zodpoveda spravne vztahom pre rovnomerné zrychlenie
1 12
f= -y, d=-2. (2.22)
a a?
/ > . . _ 2P
kde rychlost v = ¢f a zrychlenie a = --.
Naopak, pre velmi velké rychlosti blizke rychlosti svetla  ~ 1 sa oba vztahy zjednodusia na
mc? 2 mc? 2
. V2 . V2 (2.23)

T 2P 3(1-B)¥2° T 2P 3(1-p)°
a sonda prejde danu vzdialenost prakticky za rychlost svetla d ~ ct.

Pre zadané hodnoty dostaneme numericky zo vztahu (2.20) rychlost sondy § = 0,482 a priamo dosadenim do

vztahu (2.18) dostaneme Cas t = 14,1y, ¢o je prekvapivo dosiahnutelné v ramci Zivota ¢lovek. Uz len sa naucit
brzdit.

SDetailnejsi postup integrovania: Najprv zavedieme substittciu f = sina, kvoli ¢lenu (1 — )2
P(sin a,cos &)
Q(sina,cos )’

integrujeme lomend funkciu, ktoru iba rozdelime na parcidlne zlomky a integrujeme kazdy ¢len.
"Detailny postup integracie je rovnaky ako pri integrovani (t).

. Potom pouzijeme substiticiu

t = tan 3, ktord funguje vzdy, ked integrovand funckia ma tvar zlomku kde P a Q st polynomidlne funkcie. A nasledne
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1.3 3D kmity s 3 pruzinami

Zadanie. a) Na hmotny bod o hmotnosti m st pripevnené tri pruziny s nulovou pokojovou dizkou a tuhostami ki, k,
and ks. Tie pruzZiny su upevnené na steny jaskyne v bodoch ry,r, a rs. TiaZové zrychlenie je g. Ndjdite rovnovdZnu
polohu R, hmotného bodu a ndjdite periédu kmitov okolo neho.

b) Majme rovnakii situdciu ako v a), ale namiesto hmotného bodu sa jednd o tuhé teleso (takzvany vseobecny ze-
miakoid). Oznacme polohu jeho taZiska ako R a body, v ktorych su pruzZiny upevnené na zemiakoid ako s,,s, a s;
(merané vzhladom na taZisko v rovnovdznej polohe). Akd musi platit podmienka, aby bol pohyb taziska R totozny
tomu v Casti a), teda aby pohyb taZiska nezdvisel od rotacného pohybu?

Ndpoveda: Pokial nemdte skiisenosti s maticami, tak predpokladajte malé uhly rotdcie od rovnovdznej polohy.

c¢) Predpokladajte, ze niekto nam zemiakoid ostipal na tvar gule (homogénnej) s momentom zotrvacnosti I a pri-
pevnil nan pruziny tak aby platila podmienka z b). Ukdzte, Ze v tomto pripade bude aj rotacny pohyb nezavisly od
translacného. Okolo akej osi mdme rotacne vychylit gulu o maly uhol aby vykondvala harmonické rotacné kmity
okolo tejto osi?

V celej ulohe predpokladajte, Ze pruziny ani zavazie nenarazia do skaly.

chgt
Ptuimg
('Y
ia,m.oiJ T
5
T
m
-
R

* Pociatol

Obrazok 3.1: Ndcrt s vyznacenou jednou pruZinou.

RieSenie. (Autor rieSenia: Ronald) opravuje Ronald ( )

a) V tejto ulohe je dolezité vyuzit vektorové znacenie, vypisovanie X, y, z zloziek sil by nas stalo vela ¢asu a zro-
zumitelnosti. Kazdd pruzina posobi silou velkosti F = kx, kde x je jej dlzka a k jej tuhost. Zaroven sila smeruje
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pozdlz pruziny, takze mézeme pisat F = —kx. V rovnovaznej polohe musi platit, ze sucet sil je nulovy:

3
mg+F1+F2+F3:mg+2ki(ri—Rr):O
i=1

mg + k]l’l + kzrz + k3l’3

R, = 3.1
— K+ ks + s G-
Ak hmotny bod vychylime o malé éR z rovnovaznej polohy, tak bude platit, Ze:

d

m— —OR = mg + Zk (r;— (R, +6R)),

£

m—7OR = - (}:k)ak (3.2)

kde pri prechode do druhého riadku sme pouzili 3.1. Toto je klasicka pohybova rovnica harmonického oscilatora

(akurat pre vektorovu polohu) a tak plati, Ze periéda kmitov je:

m
T=2my | — 33
N ki k+ ks (3.3)

b) Rovnako ako v minulej podilohe chceme najst silu ako funkciu pozicie, a tentokrat aj rotacie telesa. Ozna¢me
transla¢nu vychylku taziska znovu ako &R a tentokrat aj vychylku polohy uchytov pruzin (vzhladom na tazisko)
ako Js;. Pre malé uhly rotacie 060 vieme, Ze vychylka je kolma na povodny vektor a sice:

0s; = 60n x s;, (3.4)

kde n je jednotkovy vektor osi otac¢ania. Skisenejsi moZu namiesto toho pouzit rotacni maticu M a vzorec Js; =
(M - 1I)s;. Podobne ako minule bude teraz sila:

d
—OR = mg+ ) kir;— (R, +R) - (s; - 8s;)]

"
= - Z klé\R - Z k,-(Ssi
= —Zk,’(SR— Zk,@@n X8 = —Zki(SR—(SQnX Zkisi. (35)

Teraz vidime, ze pokial plati

Z kiS,’ =0, (36)

tak bude pohybova rovnica rovnaka ako v casti a), teda transla¢ny pohyb bude nezavisly od rota¢ného.

c) Tentokrat sa musime zamysliet nad momentmi sil, tie st v rovnovaznej polohe:

t(vrovnovdhe) = > s; x [ki(r;—R—s;)] = 0. (3.7)
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Ozna¢me 60 = §0n. Teraz znovu napiseme mala vychylku ako R a §s; a pozrime sa, ¢o sa stane s rovnicou:

T(po vychyleni) = Y (s; + &s;) x {ki[r; = (R+ 6R) — (s; + ;) ]}
= > ks x [r;— (R+0R) = (s;+ 8s;)] + >_ k;8s; x [r; = (R+ 6R) — ;]

== kisi x (6R+0s;) + Y kibs; x [r; — (R+ OR) — 5]

=0R x (D kis;) + > ki(R+6R) x 8s; + Y k;s; x x;

= (R+0R) x (Y kid0 xs;) + > k;(30 x 5;) x

(R+6R) x [00x > kis;] + > kisi(x;- 00) = > ki00(x; - s;)

=—[> ki(ri-5:)] 60 + > kisi(x; - 60) (3.8)

konstanta

Prvé 3 cervené ¢leny v druhom riadku sa vynuluju vdaka rovnovaznej podmienke 3.7 a posledny ¢len vdaka tomu,
ze a x a = 0 pre [ubovolny vektor. V tretom riadku sa dva vyznacené ¢leny navzdjom vynuluja. Vo $tvrtom riadku
je cerveny clen presne podmienka z casti b), ktora je podla zadania rovna nule. Pri prechode do 6. riadku sme
pouzili vieobecne platny vzorec (a xb) xc=b(a-c) —a(b-c).

Prv ocenme fakt, Ze podmienka ) k;s; = 0 implikuje nielen, Ze translacny pohyb bude nezavisly od rota¢ného, ale
aj naopak, teda Ze rota¢ny bude nezavisly od translacného - v poslednom riadku sa nenachadza R.

Rota¢na pohybova rovnica je:

L d
Cdt
d
L=1—60 3.9
pn (3.9)

Ale kedZe je teleso gula, tak vieme, Ze I je skaldr (resp. ndsobok jednotkovej matice), a teda t = I j—;()‘ﬂ. Na to, aby

sme dostali harmonické rota¢né kmity, musi platit T = —Iw?§0, to by napriklad platilo, ak by druhy ¢len v 3.8 bol
nulovy:
Z kisi(r;- AB) = 0, ale z podmienky uz vieme, Ze Z kisi=0
== (r;-n) = (r;- n)---(rovnaké pre vetky pruziny i) (3.10)

Z toho mozeme sformulovat dve nezavislé linedrne rovnice:

(r;-r;)n=0

(r-r;)'m=0 (3.11)
Ktoré maju vzdy riesenie, napriklad:

() x(rn-1;)

(i = x2) x (1, = 13))| (3.12)

11


mailto:otazky@fks.sk
https://www.fx.fks.sk/

Riesenia 1. kola zimnej Casti ‘ é@é

Toto nie je validné rie$enie jedine vtedy, ked su (r; — r;) a (r, — r3) rovnobezné (teda ked uchyty pruzin leZia na
jednej priamke), to ale znamend, Ze vtedy mozeme vybrat fubovolné n leZiace v rovine kolmej na ne.

Peri6oda tohto harmonického pohybu je potom:

/ 1 I
T=2 =2 3.13
" Zki(ri'si) ﬂ\/kl(rl-s1)+k2(r2-sz)+k3(r3~s3) ( )
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