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RieSenia 2. kola letnej Casti

2.1 Skvarkova vzorak Jakub, opravoval Jakub (jakocak@gmail.com)

Najprv si zistime efektivnu hrubku atmosféry. Tlak na zemi zodpoveda hydrostatickému tlaku vzduchu
nad nou. Skuto¢nd atmosféra ma premenlivi hustotu, teplotu, tlak a zloZenie s vyskou. Plynule redne a
prechddza do vesmiru s velmi riedkou hustotou molekul. Preto si vystacime so zjednodusenim, Ze atmosféra
je homogénna ¢o do hustoty, teploty a zloZenia (efektivne sa sprava ako velmi riedky ocedn a my sme morské
zivocichy na jeho dne) a z tlaku vieme vypocitat jej vysku H ako

p
p=Hpg =— H=-—~38,6km.
Pg

Tato hodnota zodpoveda dobrému radovému dolnému odhadu vysky atmosféry (vo vyske » 8km ma
atmosféra polovi¢ny tlak, vo vyske ~ 14 km $tvrtinovy).

Ako svetlo prechadza vrchnymi vrstvami atmosféry, cast je rozptylena a intenzita nerozptyleného svetla
klesd, ¢im sa svetlo dostava blizsie ku povrchu Zeme. Najprv musime vypocitat, kolko svetla rozptyli jedna
molekula vzduchu.

Celu konstantnu ¢ast modZeme zadefinovat ako novu konstantu A.

ao L3 (1)
T oy (n2+2)

2
] ~ 6,65-1073 m?

Smer rozptylu je urceny 2 sférickymi uhlami: 6 (uhol medzi svetlom prichadzajicim a rozptylenym) a
¢ (natocenie roviny, v ktorej sa oba smery nachadzaju). Infinitezimalny priestorovy uhol dQ v tychto
suradniciach je

dQ =sin 6 d0 d¢.

Aby sme dostali celkovu intenzitu rozptyleného svetla, musime preintegrovat diferencialnu intenzitu cez
vietky priestorové uhly.
dI;

1 2 IA T 21
Is = —dQ:/IlSQAdQ:—f f (1+cos?0)sin6 df dg
o dQ Q 2 2 Jo Jo

Po vypocte dvojitého integralu (ktory sa rozpadne na stcin 2 jednorozmernych integralov) dostaneme
IA 1 4 8
Ig=— —cos@——cos39] = IA.
S 2 [ 3 0 |:(P:|0 3

Intenzita rozptylu je imerna intenzite dopadajuceho svetla. Ich relativny pomer sa nazyva Gcinny prierez o a
udava pravdepodobnost rozptylu. Ma rozmer plochy a da sa interpretovat ako efektivna plocha, ktort musi
dopadajtce svetlo trafit, aby rozptyl nastal.

8
o= 2 A n557.100 m?.
I3
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To je vsak iba rozptyl na jednej molekule. V atmosfére ich mame viac. Ak vyndsobime ucinny prierez
hustotou po¢tu molekl, tak dostaneme veli¢inu s rozmerom m, ktora vyjadruje G¢innost rozptylu na dizku
| prejdenej atmosféry. KedZe intenzita bude zniZena o toto rozptylené svetlo, zodpoveda to relativnemu
poklesu intenzity svetla v médiu (Lambertov-Beerov zdkon)

dI
- = 0PN dl = I=Ie ",

Odvodili sme teda intenzitu nerozptyleného svetla v atmosfére. Na vrchu atmosféry je intenzita I, a po
prejdeni dlzky I atmosférou je intenzita zoslabena na I. Ak si definujeme vysku od zeme ako z (z = 0
zodpovedd zemi a z = H zodpoveda hornej vrstve atmosféry), tak pri zenitovom uhle dopadu « bude
intenzita vo vyske z zodpovedat vztahu

opN (H-2)

I(Z) = Ioe_ cosa

Ak mame na zemi (z = 0) plochu velkosti S, tak intenzita priameho UV Ziarenia na tato plochu bude
_oenH
Liirect = I(0)S cos a = IS cos(a) e <osa .

Faktor cos(a) zodpoveda efektu, Ze plocha S na zemi s pohladu Slnka je pod uhlom a efektivne méd mensi
povrch.

Pre intenzitu rozptyleného UV Ziarenia potrebujeme spocitat celkovu intenzitu rozptyleného svetla z celej
atmosféry na dant plochu S. To znie na prvy pohlad ako komplikovany integral cez v§etky mozné rozptylové
centra.

Predpokladajme, Ze nasa plocha S je relativne (skoro nekone¢ne) mala a nachddza sa vbode x = 0, y = 0,
z = 0. V suradniciach (x, y, z) sa nachddza maly objem atmosféry dV = dx dy dz, v ktorom je dN = py dV
molekul. Svetlo prechadzajuce tymto objemom sa rozptyli do vSetkych smerov, ale nas bude zaujimat iba
rozptyl smerom na plochu S do malého priestorového uhla Qg, ktoré zodpoveda ploche S z pohladu bodu
(x, y,z). Prispevok rozptylu je teda

1+ cos? 6
dlingirect = PN dVI(Z)*AQS ,

kde 05 je uhol rozptylu smerom na plochu S. Preintegrujeme teda cez cely objem atmosféry prispevky

rozptylu.
+00 +00 H 1 2 ]
Lingirect = -/: /: /; dx d,’V dZPNI(Z)$AQS

Bez ujmy na v§eobecnosti predpokladajme, Ze Slnko svieti na Zem v smere vektora v; = (sin«, 0, — cos ). Po
rozptyle musi mat smer od bodu (x, y,z) do bodu (0, 0,0), teda v smere vektora v, = (-x, -y, —z). Potom
vieme cos 6 vypocitat zo skaldrneho sucinu tychto vektorov

xsina +zcos«a
X2+ Y2+ 22

Na vypocet priestorového uhlu Qg musime najprv vypocitat zdanliva velkost plochy S a vydelit ju druhou
mocninou vzdialenosti plochy od bodu (x, y,z) (priestorovy uhol predstavuje plochu na povrchu jed-
notkovej gule, preto pri preskalovani plochy na vzdialenost 1 treba plochu vydelit R?). Plocha S méd normélu
v; = (0,0,1) a smer od bodu (0,0,0) do bodu (x, y,z) je v4 = (x, y,z). Plocha sa javi mensia lebo sa na
nu pozera pod uhlom. Je zmensena o faktor cos ®, kde uhol ® je uhol medzi vektormi v; a v4. Pouzitim

v vy = |v||vy]cos 8 = cosBs = -
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skaldrneho sucinu dostaneme

Vi Vy z
cos® = = .
|vs||val X2+ ¥+ 22
Priestorovy uhol Qg je potom
Scos® Sz
Qg = e

(x2 + 92+ 22)
Ked dosadime v8etky vztahy do rovnice pre intenzitu rozptyleného UV Ziarenia, tak dostaneme

1 H _opn(H-z) [HOe oo xsina +zcosa)’ z
Lingirect = _PNIOSAf dze ™ cose f f dx d)/ 1+ ( 2 2 2 ) 3
2 0 —o0 J-oo X‘+y‘+z (x2 + y2 + 22)>

Opakovanym pouzitim nasledujucich integralov

[ eated
f_jﬁdxw—;

0o 2
f:(;)di

+00o 1 4
[Tt
—o (x2+a?)2 3a*

nakoniec dostaneme

Lindirect = LoS cos(a) = (1 —e cpoljf) )

Intenzitu rozptyleného UV Ziarenia sa v§ak da vypocitat aj bez tychto integralov. Ak sa vratime k pévodnému

vztahu
H opn(H-2) [T 1 + <:os2 05 cos®
Lindirect = SPN /(; dze ™ cosa / f A R dx d)/
cos ©

Mozeme si vSimnut, Ze ¢len <53~ dx dy zodpoveda prlestorovemu uhlu plochy dx dy z pohladu bodu
(0,0,0). Ide teda efektivne o dQ. Druhy integral je povodne celkovd intenzita rozptyleného svetla
dopadajiceho pod uhlom « na body roviny (x, y,z) do bodu (0,0,0), ale dé sa tieZ interpretovat ako
intenzita rozptyleného svetla dopadajuceho pod uhlom « na bode (0,0,0) do vsetkych bodov roviny
(x,y,z). Tato rovina predstavuje presne polovicu celkového priestorového uhla. Vdaka istej symetrii
(intenzita rozptylu do opacnych smerov je rovnakd) vieme povedat, Ze druhy integral je polovica intenzity
celkového rozptyleného svetla.

_opn(H-2) 1 87

H
Lindirect = S / d cosa ——J)A
direct PN o ze 24 0

Dopocitanim jednoduchého integralu tak dostaneme

H
187w COSQ _opn(H-2) ’
Lindirect = SpN——IoA[ e~ e ] =I,Scos(a)= (1— e” cpoljf).
0PN 0
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Na plochu teda dopadne polovica inak rozptyleného Ziarenia.

Riedenie bez vela integralov

Cely proces rozptylu vie byt velmi komplikovany, ale ak sa nan pozrieme z makroskopického hladiska, tak
sa da jednoducho pochopit. Svetlo sa nikde neakumuluje, preto plati, Ze ¢o do atmostéry vstupi, tak z nej aj
vystupi. Celkovy tok do a z atmosféry sa da rozdelit na:

o Iy cos a — intenzita svetla, ktora vstupuje do atmosféry v jej vrchnej vrstve (faktor cos « je tu kvoli tomu,
ze svetlo nedopada na vrchnu vrstvu atmosféry kolmo),

o Liirect — intenzita svetla, ktoré vystupuje z atmosféry v jej spodnej vrstve a nebolo rozptylené,
o Iingirect — intenzita svetla, ktoré vystupuje z atmosféry v jej spodnej vrstve a bolo raz rozptylené,

o I5pac. — intenzita svetla, ktoré vystupuje z atmosféry v jej vrchnej vrstve a bolo raz rozptylené (smeruje
do vesmiru).

Zo zakona zachovania energie je sicet vstupnych tokov rovny suctu vystupnych tokov.
Iycosa = Lgirect + Lindirect + Ispace .

Dodato¢ne vieme, Ze Rayleighov rozptyl v smere 6 a 180° — 6 maju rovnaku intenzitu (kedZe vztah zalezi iba
na faktore cos? 0). Tieto dva smery st si navzdjom opacné, takze mnozstvo rozptyleného svetla do spodnej
vrstvy (na Zem) sa rovna mnozstvu rozptyleného svetla do vrchnej vrstvy (do vesmiru). Plati teda I;,4irect =
Iipace- Intenzitu Iy, sme uz vypocitali v predchddzajucej ¢asti. Ak ddme tieto dve informdcie dokopy, tak

dostaneme
_opNH
Idirect = I() COS(“)E cosa

Ipcoso — Igipee: 1 _opNH
Lindirect = 3 = EIO cos(oc)(l — e ose ) :
Ak si zobrazime zavislost intenzit pre parameter cpyH ~ 1,20 (obrazok 2.1.1), tak vidime, Ze rozptylena
intenzita je vic¢$ia ako priama intenzita a da sa teda opalit nie len z priameho slnka, ale aj z rozptyleného

svetla z oblohy.
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Intenzita priameho a rozptyleného UV Ziarenia

0,35

— Idirect

Iindirect

0,30 -

0,25 A

=

[N

S
!

Intenzita

0,15 -

0,10 -

0,05 A

0,00 T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Zenitovy uhol Slnka (stupne)

Obrazok 2.1.1: Zavislost priameho a nepriameho Ziarenia na Zemi na zenitovom uhle a.

V realite je situacia komplikovanejsia a to z tychto dévodov:
« Atmosféra nie je homogénna, statickd, nema rovnak teplotu, tlak a zlozenie s vy$kou. Ziarenie bude
rozptylené nerovnomerne a v roznych vyskach.

o Svetlo sa mdze rozptylovat neobmedzene velakrat. To by vSak vyzadovalo postupne pridavat intenzity
svetla po viacerych rozptylov a znizovat intenzitu rozptyleného svetla.

« Atmosféra obsahuje aj vela ¢astic (vodné kvapky, oblaky, opar) vi¢sich ako vinova dlzka svetla. Rozptyl
na tychto casticiach sa neriadi podla Rayleighovho rozptylu alebo podla Mieovho rozptylu alebo
optického rozptylu (kvoli tomu su oblaky biele).

« Castice a molekuly atmosféry (kvapky, oxidu uhli¢ity, 0zén, vodna para atd.) mozu svetlo absorbovat,
¢o moze spdsobit pokles intenzit.

« Rayleighov rozptyl zavisi velmi silne na vinovej dizke Ziarenia. Opalenie a spalenie sposobuju celé Gseky
vlnovych dlzok, ktoré sa prelinaju, ale nie su totozné.

« V realite su okolo vas dalsie objekty (budovy, stromy, slne¢niky atd.), ktoré blokuju ¢ast oblohy (znizuja
intenzitu rozptyleného svetla) alebo svetlo odrazaju (zvy$uju intenzitu rozptyleného svetla).

Long story short, natierajte sa opalovacim krémom vzdy.
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2.2 Trikova vzordk Lego, opravoval Lego (simon.pajger@trojsten.sk)
Trenie okolo valca

Pozrieme sa na kusok lana, ktoré zaber4 uhol da. Pre dostato¢ne malé da sa pnutie v lane pozdl? tejto dlzky
skoro nezmeni, ozna¢me si ho T. Potom silu, ktorou je tento kdsok lana pritlacany k valcu, dostaneme z
toho, Ze oba jeho konce st tahané silou T v smere doty¢nic k valcu v danych bodoch. Priemet kazdej z
tychto sil do smeru pritla¢ajiceho lano k valcu je Fy = T'sin(da/2) ~ T/2 da, kde sme vyuzili, Ze pre malé
uhly sinx = x. Zaroven v sinuse vystupuje polovi¢ny uhol preto, lebo to je uhol od stredu toho kuska lana
po okraj, zatial¢o da je od jedného okraja po druhy. Nesmieme zabudnut na to, Ze tieto priemety st 2, takze
celkova sila pritlacenia je F = 2Fy = T da. Kolmo na pritla¢nu silu F posobi trecia sila dFy = f T da. Prave
o ttito hodnotu sa méze maximalne zmenif pnutie d T pozdlZ tohto kiiska lana v statickej situdcii. Dostavame
teda diferencialnu rovnicu

dT = -fT da
[
()
g
a=?ln(n;g).

Tu si len treba dat pozor na znamienko: zadanie hovori, Ze sila akurat sta¢i na to, aby zavazie udrzala (¢ize
ak by bola sila mensia alebo zavazie tazsie, uz by ho neudrzala). Pnutie v lane teda klesd z hodnoty mg az na
hodnotu F (to hovori druhy riadok tohto vypoctu).

Dodame, Ze odvodeny vztah sa nazyva aj ,,Capstan equation” (navijakovy zakon), kedZe sa pouziva na lodiach
pri navijakoch, ktoré dokazu zndsobit taznu silu. Niektori riesitelia zvladli ndjst préave tento vztah.

Fata Morgana

Lego pozerd pod uhlom f3y = «/250 ,,nadol“ oproti vodorovnému smeru'. Index lomu sa meni v zavislosti na
vyske, ¢ize ,kolmica“ k ,,rozhraniu® je zvisly smer, uhol vo¢i zvislému smeru je /2 — . Potom zo Snellovho
zékona dostaneme

n(hy) sin(m/2 - o) = n(h)sin(n/2 - B(h))
n(hg) cos fo = n(h)cos f(h)
no —kh

cosB(h) =

Uz uhol S, je dost maly, ¢ize cos fBy je skoro 1 a ako sa bude luc blizit k zemi, zZlomok (1-kh)/(1- kh,) bude
VAl nez 1 a bude rast, aZ v nejakom bude dostaneme, Ze cos f(h) = 1, vtedy sa lu¢ ,otoci“ a dalej pojde
zrkadlovo zas nahor. Chceme teda ndjst horizontélnu vzdialenost k tomuto bodu obratu a vynasobit ju 2.
Bud moézeme riesit diferencidlnu rovnicu, alebo (ako nazov tlohy napovedd) najst nejaky trik.

cos fo .

!Faktor 250 bol zvoleny preto, aby uhly v kazdej poddlohe mohli byt realistické.
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Konkrétne si uvedomime, aka je definicia sinusu: y-ova suradnica bodu na jednotkovej kruznici, ktory zo
stredu vidime pod prislusnym uhlom. No a ndm sa hodnota kosinu meni linearne v zavislosti od aktualnej
vysky. Teraz sa uz len zamysliet nad vSetkymy posunmi, oto¢eniami a preskalovaniami tej kruznice. Vysku
stredu kruznice dostaneme ako také h, pre ktoré by $iel lti¢ zvislo nadol a teda pre ktoru plati

1 - kh; 1

l_khocosﬁoehszz.

0 = cos B(hy) =

Zaroven pre kruznicu plati, Ze polomer je vzdy kolmy k doty¢nici v danom bode, ¢ize ked si predstavime
priamku iducu z Legovych o¢i kolmo na smer ktorym pozerd, tak tato priamka prechadza stredom kruznice
po ktorej la¢ pojde.

Cize mame 2 priamky na ktorych lezi stred, tym padom ho vieme najst. Konkrétne nas zaujima horizontalna
vzdialenost medzi stredom kruznice a Legovymi oc¢ami (lebo ,bod obratu luc¢u® je zvislo pod stredom
kruznice). Ich zvisld vzdialenost je h; — hy a z trigonometrie je pomer medzi zvislou a horizontalnou
vzdialenostou dany tangensom f, (treba vyuzit zhodnost uhlov medzi dvoma kolmymi dvojicami priamok).
A pripominam, Ze vzdialenost k autu je dvojnasobok tejto horizontalnej vzdialenosti, ¢ize

Ax =2(hs — hy) tan .

Problém je, 7e hy nemdme zadané. Na druhej strane, pre nejaké realistické hodnoty k bude vyska 1/k, v
ktorej by 1a¢ $iel zvislo zrejme celkom astronomicka (doslova) a teda Iudska vyska bude oproti nej celkom
zanedbatelna a teda ndm staci pisat Ax ~ 2h, tan f3,.

Lietanie medzi autami

Tato cast urcite ide spocitat zosumovanim nekonec¢nej rady. Ale tu je ten trik velmi priamociary a vSetky
rie$enia ho obsahovali hned na prvy pokus: spocitame si ¢as, ktory autdm potrva, kym sa stretnt t = Ax/(v;+
v,), potom drdha, ktoru za ten ¢as kondor nalieta bude jednoducho s = v3t = Axvs/(v; +v;). Zostava véetko
podosadzat a dostaneme

2 1
s=Ax LR 2h,tan 3 Bo_Z tan —ln(%) V3 .
VI + 1y vi+v, k 250f F Jlvi+v,

2.3 Mlakova vzorék Janéi, opravoval Jandi (jan.pulmann@gmail.com)

Nech x a y su suradnice ako na obrazku. Popi$me profil mléky, najprv ako funkciu y(x). Tato funkcia moze
byt viaczna¢na, preto neskor prejdeme ku rovnici pre x(y).
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Obrazok 2.3.1: Volba suradnic

Hydrostaticky tlak je —pgy, a teda normalova sila na maly kus hladiny (na 1 meter v smere kolmom na

obrazok) je
—pgydl =—pgyy/1+(y')*dx.

Této sila sa musi vyrovnat s vektorovym suctom sil povrchového napidtia. Povrchové napdtie tahd kazdy
element hladiny pozdlz jeho hranice, s velkostou imernou dlzke hranice skrz konstantu o.

Obrazok 2.3.2: Vektorovy sucet sil

https://fx.fks.sk/ 8 otazky@fks.sk
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Ak dve sily velkosti o zvieraju uhol d¢ ako na obrazku, ich sucet ma velkost o d¢ a ukazuje kolmo dnu do
mlaky. Rovnica rovnovahy je teda

—pgy\/1+ (y')2dx = 0d¢ = |o darctan /| = 0% dx,

kde sme upravili pravt stranu. Znamienko sgn y” pochadza z toho, Ze sila dnu od povrchového napitia je

kladna pre konkavny aj konvexny povrch (nad a pod previsom mlaky). Rovnicu rovnovahy teda mozeme
upravovat nasledovne

y" sgn(y")

2 —
pEYVI+(y) =0 I+ ()

P8, "seny") - obne rovnicu yf

o’ (1+(y)2)¥
pg ., ¥y sgn(y”)

RO EIODRE

2207y = sgn(y)((+ () ).

Dostavame

252 = Crsgn(y) 1+ (o))
Konstantu C ur¢ime nasledovne. Pozrieme sa na vrch mldky, teda sme v pripade konkavneho povrchu kde
sgn(y") = -1. KedZe daleko od okraja je povrch mlédky vodorovny na polohe y = 0, chceme aby (pre x — —o0)
nae rieSenie splialo y - 0 aj y' - 0. To je mozné len pre C = 1. Zbavme sa tiez faktoru ££, ktory ma
rozmer m~2 prejdime ku bezrozmernym suradniciam y = /%8y a ¥ = |/£8x. Dosadime a vyjadrime
najprv ' = dy/dx = dy/dx (znamienko sgn(y”) vypadne vdaka druhej mocnine)

-

Prejdime teraz ku zavislosti % (), aby sme vyjadrovali jednozna¢nu funkciu:

_ =5
72 -2
Zbavme sa este absolutnych hodnot. V nasich stradniciach je y < 0. Pohladom na obrazok ur¢ime, zZe

profil mlaky ako funkcia X ( ) m4 derivaciu ktord meni znamienko, vSetky absolutne hodnoty preto mézeme
vymenit za jedno znamienko’.

4y
dx

dx
dy

*Inak povedané, vylucili sme pripad, Ze v rovnicu 2.3.1 treba brat s roznymi znamienkami v sektoroch 7 § -1, kde ddva zmysel.
Bod j = —1je prave ten, kde je povrch mléky zvisly. Celkové znamienko nam len hovori, ¢i mlaka ide doprava alebo dolava, zvolili
sme ho tak, aby sedelo s obrazkom.
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(2.3.1)

Tento integral sa d4 spocitat elementarne substiticiou t* = 2 — 2, dostavame

. 1—1‘2

Prvy ¢len sa zintegruje na t, druhy ¢len pomocou rozkladu na parcialne zZlomky (pouZijiic 0 < ¢ < \/2)

Lot de _dt \/§+t
2-12 22J) V2-t \/§+t 2\/_ \/_—t

Po spiatnom dosadeni dostaneme

X1
Il
>

[ 1-/1- 722
1—)72/2+110g—y/
4 T1+/1-32)2

\/l—y 2——arctanh\/1 72/ ]

|
\®)

Analyza rieSenia

Spomenme si najprv, Ze premenné s vlnkou st merané v jednotkach |, /;—g ¢o pre vodu pri 25 stupnioch
predstavuje priblizne 3, 8 mm. Z tvaru rieSenia m6Zeme urobit nasledovné pozorovania:

Z rovnice 2.3.1 vidime, Ze derivacia X je nulova pre y = 1, teda v tomto bode je kraj mlaky zvisly. V
tomto bode je

2 2
x(-1)=1- £ arctanh £ ~ (.38
2 2

« Maximalna hibka mliky je 7 = —/2, kedZe pre tto hodnotu prava strana rovnice 2.3.1 diverguje.
Hodnota %(-/2) je 0; maximalny previs mlaky je teda hore spocitand hodnota ¥(~1). Vo vSeobecnosti,
previs je rovny %(-1) — £(~h), kde (kladné) / je bezrozmerna hibka mlaky medzi1s v/2.

« Pre y malé sa riesenie 2.3.2 zjednodusi na
3 1
t=V2- i Elog(—j/) alebo 7 =-Dexp(2x),

teda mlaka sa ku rovnému povrchu blizi ako exponenciala.

« Na druhej strane, pre mlaku maximélnej hibky zvolme parameter j = —/2 + é. Potom blizko spodku
mlaky plati % = 27/4/¢, alebo

)7 = _\/i"' \/5562)

teda mlaka v tomto pripade pri dne vyzera ako spodok paraboly. V3etky tieto informadcie su v grafe
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Obrazok 2.3.3: Profil mldky s asymptotickym spravanim a vyznacnymi bodmi.

+ Mldku, ktord zviera konkrétny uhol a gy s podlahou ndjdeme tak, Ze zvolime rieSenie ktoré konci v

hibke mengej nez 7 = —/2. Kotangens uhla v hibke /1 = — 7 je dany rovnicou 2.3.1, teda medzi hibkou
a uhlom je vztah

h2

Gdotyk = ArcCot ————
hv2-h?

Pre h - \/2je uhol 0°, pre & = 1 je uhol 90° a pre /1 — 0 je uhol 180°. Pravé stranu rovnice 2.3.1 a uhol
Kgotyk SU Vynesené v grafe:

Obrézok 2.3.4: Derivdcia X a uhol v zavislosti od hlbky.
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