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Trojsten

FX, KTFDF FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

RieSenia 1. kola letnej casti

1.1 Pingpong medzi dvoma mlynskymi kamenmi vzorak Jakub, opravoval Jakub
(jakocak@gmail.com)

Tato uloha ma vela roznych sposobov riesenia, od trikového riesenia s pouzitim jednoduchych vztahov, cez
rieSenie pouzitim diferencidlnych rovnic az po riesenie cez mocnenie matic. Podme sa na jednotlivé rieSenia
pozriet.

Geometrické rieSenie

Najprv sa musime pozriet na to, ¢o nastane pri dokonalej zrazke dvoch telies v jednom rozmere'. Predpok-
ladajme, ze mame dve telesa s hmotnostami m 4 a mp arychlostamiv, a vg. Pri dokonalej zrazke sa zachovava
celkova hybnost a celkova kinetickd energia. To sa da zapisat do rovnic ako

mava + mpvg = konst. ,

1 1
2 2 <
—mavy + —mpvgy = konst. .
2 AT TR
Klasicky postup je napisat celkovi hybnost telies a kinetickd energiu telies pred a po zrazke, ¢im dostaneme
dve rovnice o dvoch neznamych, ktoré vyriesime. Avsak, tato sustava rovnic sa dd interpretovat aj Cisto

geometricky.

Zatial ¢o hmotnosti m, a mp st konstanty, tak rychlosti telies v4 a v st stavové veli¢iny a modzu sa
menit. Ak budeme uvazovat o priestore stavov, ktory bude popisovat vsetky mozné stavy systému, tak
dostaneme dvojrozmernu rovinu popisand suradnicami v4 a vg. Rovnica zakona zachovania hybnosti je v
tomto priestore linearna rovnica a vsetky stavy s rovnakou hybnostou bude spdjat priamka. Rovnica zakona
zachovania kinetickej energie je zase kvadraticka forma a vSetky stavy s rovnakou energiou bude spajat vo
véeobecnosti elipsa. Ak si vSak Sikovne preskalujeme premenné v4 a vg na premenné \/mav, a \/mpgvs, tak
vieme elipsu zmenit na kruh. Pouzijeme pritom tuto zmenu

\/m_A(\/m_AvA) + \/m_B(\/m_BvB) = konst.,
%(\/m_AvA)z + %(\/m_BvB)Z = konst. .

Potom zdkon zachovania kinetickej energie vytvara kruh a zdkon zachovania hybnosti tvori priamky so
sklonom — /{'4. Tlustrujeme to na priklade: Prepokladajme, Ze teleso s velkou hmotnostou m, mé rychlost

v4 a teleso s menSou hmotnostou mpz ma nulovu rychlost vg = 0 (stav 1). Ked si situdciu zobrazime v
suradniciach \/m4v, a \/mpv;, tak existuje iba jeden druhy stav, ktory splna obe rovnice - stav 2 (obrazok
1.1.1). Po zrazke sa teda obe telesa budu pohybovat v kladnom smere.

!Zrazky telies vo viacerych rozmeroch st v skuto¢nosti tiez iba zrdzky v jednom smere. Viac detailov tu.
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VM BUB

1,
/\mw

Obrazok 1.1.1: Zdkon zachovania energie (kruznica) a zdkon zachovania hybnosti (priamka) v

priestore suradnic \/mav, a \/mgvs.

Tento geometricky popis nam pomoze pri rieSeni nasej tlohy. V nasom pripade mame tri telesa s
hmotnostami m;,, m, a ms a vieme, ze v kazdom momente bude platit zakon zachovania energie

1 2 ]‘ 2 ]‘ 2 Y
—myvs + —myvs + —msvs = konst.
VL + SihaVy & S MsVs

1 1 1
E(\/HIVI)Z + 5(\/%1/2)2 + E(\/@l@)z = konst..

Preto sa budeme v priestore suradnic \/m;v,, \/m,v, a \/m3v; pohybovat po povrchu gule urcenej pociatoc-
nou energiou %mlvz (obrazok 1.1.2).

Obrazok 1.1.2: Zdkon zachovania energie (gula) pre tri telesd v priestore stiradnic \/mvi, \/m,v, a
\/Mm3vs s vyznacenym pociatocnym stavom.
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KedZe st telesa v poradi 1, 2 a 3, tak budu nastavat iba 2 druhy zrazok: zrazka telesa 1 a 2 a zrazka telesa 2 a
3. Pri kazdej z nich sa bude zachovavat zakon zachovania hybnosti. Ked sa zrazi teleso 1 a 2, tak sa rychlost
telesa 3 nemeni. M6zeme pisat

\/ml(\/mlvl) + 4 /mz(\ /mzvz) = konst..
Musime teda ostat iba v rovine stavov v suradniciach /m;v; a \/m,v, a budeme sa pohybovat po priamke so

sklonom —, /L. KedZe plati m, << my, tak tento sklon bude velmi strmy.

Podobne, pri zrazke telesa 2 a 3 sa rychlost telesa 1 nemeni a ostavame v rovine stavov v suradniciach \/m,v,
a \/msvs. Zo zakona zachovania hybnosti dostaneme

Vo (v/mavs) +/ms(\/mavs) = konst.

a preto sa budeme pohybovat po priamke so sklonom — /2. Kedze plati m, << ms, tak aj tento sklon bude
strmy.

Ak si teda kvalitativne zakreslime, ¢o sa bude diat, tak stavy budu cik-cakovito prechadzat po povrchu gule a
malé teleso 2 bude pendlovat medzi telesami 1 a 2. Bude postupne na striedacku obom odovzdavat hybnost
(obrazok 1.1.3).

/1303

+—o >
&2 A/ 1U7

Obrazok 1.1.3: Pohyb priestorom suradnic \/mivy, \/mM,v, a /m3vs pri zraZkach troch telies (viavo
cely priestor, vpravo projekcia do \/mvy a \/msv3).

Po tomto kvalitativhom pochopeni geometrie stavov prejdeme ku kvantitativnemu vy¢isleniu. Oznacime si
siradnice ako x; = \/mvi, x; = \/myv, a x3 = \/msvs. Kedze plati m, << my a m, << ms, tak priamky
zachovania hybnosti st velmi strmé (skoro rovnobezné so smerom osi x,). Preto, ked sa na pohyb stavov
pozrieme v projekcii do suradnic x; a x;, tak sa tieto 2 siradnice budu menit iba o malé hodnoty dx; a §x;.
Ak teda budeme v stave (x;, —|x,|, x3), tak prejdeme do stavu (x; — |8x;, +|x2|, x3). Z geometrie priamky so

sklonom —, /,’ﬂ”—; dostaneme
ms

5x1 = —ZXZ —_—.
my
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Podobne, ked budeme v stave (x,+|x|,x3), tak prejdeme do stavu (x;, —|xa|, x5 + |0x3]) a z geometrie
dostaneme

m
5x3 = 2X2 —_—.
ms

Vidime, Ze teda zmeny v smere o0si x; su priamo umerné zmenam v smere osi x3. To znamena, Ze stavy budu
cik-cakovito smerovat pozdlz priamky, ktord ma sklon

6X3 my

8)(1 ms '

Tato priamka zodpoveda prave situdcii, ako keby platil zakon zachovania hybnosti pri zrazke telies 1 a 3, aj
ked sa tieto telesd ani raz nezrazia.

/\\ | \/m_lvl

Obrazok 1.1.4: Pohyb priestorom stiradnic \/myv, a \/m3vs pri zrazkach troch telies sa sprava ako
zrazka dvoch telies.

Ak teda vyries$ime klasickym postupom zrazku telies 1 a 3, tak dostaneme ich konec¢né rychlosti.

myv + ms0 = mv, + mzvs,

1 1 1 1
—mv? + —m30% = —myv;2 + —mavy.
2 2 2 2
Vyrie$enim sustavy rovnic dostaneme
;1 — M3
Vl =
my + ms
, 2m1
vy = 4
my + ms
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Aby sme zistili pocet zrazok, tak musime zistit, z kolkych usekov sa sklada cik-cakovitd trasa stavov. Prierez
pozdlz ¢iarkovanej ¢iary v obrazku 1.1.4 vyberie z gule kruh. Tento kruh ma polomer

1 mims
R=\/msvPE+my(v-v))2=vy [ ———.
2 my + ms

Pri dvoch zrazkach, sa posunieme pozdlz tohto kruhu v rovine x;-x; 0 malu vzdialenost

my(my + ms
Ox =/O0x} + 8xF = 2x; Q
myms

Ak tuto dlZku prenesieme na obvod kruhu, tak dostaneme posun

ol = (Sx5 =2vy/m,.
X2

To znamend, Ze po kazdych 2 zrazkach sa posunieme pozdlz kruhu o rovnaku vzdialenost §1. Ked teda
prejdeme tplne horny polkruh, tak sme presli cez vSetky zrazky. Pre pocet zrazok tak dostaneme

Nwo R [ mms
0l mz(m1+m3)

Pocet zrazok nezavisi od pociato¢nej rychlosti. Viac o podobnej tlohe najdete tu a tu.

Riesenie cez diferencie
Za toto rie$enie dakujeme Richardovi Dudekovi.

Na otazku, aky bude konecny stav rychlosti telies 1 a 3 vieme odpovedat jednoducho. Na konci musi byt
rychlost telesa 2 nanajvys rovna rychlosti telesa 1 alebo telesa 3: Inak by teleso 2 ich dobehlo a nastala dalsia
zrazka, o je spor s predpokladom, ze mame konec¢ny stav. KedZe ma teleso 2 omnoho mensiu hmotnost, tak
mozeme jeho energiu a hybnost zanedbat v porovnani s ostatnymi telesami.

mv; + myvy + msvs 8 myvy + msvs = konst.

1 1 1 1 .
—mE+ =myvi+ —msvi ¥ —mvi + —msvi = konst. .
2 2 2 2 2

Tym padom sa problém zredukuje na dokonalu zrazku medzi telesom 1 a 3 a konec¢né rychlosti su

y My —ms
Vl—— 5
mp + misj
, 2m1
V3=—""V.
mp + mij

Na otazku, kolko prebehlo zrazok, musime lepsie popisat, ¢o sa deje s rychlostami telies po kazdej zrazke.
Zrazky budu prebiehat vzdy v pare 1-2 a 2-3 na striedacku. Pouzitim rie§enia dokonalej zrazky si napiSeme,
ako sa vyvijaju rychlosti telies.
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Najprv maju telesa rychlosti vy, v, a v;. Po prvej zrazke medzi telesami 1 a 2 dostaneme nasledujtce rychlosti
Vi, vy avy

/ my —mp 21’1’12
mp + my mp + m,
/ 27’)’11 myp — my
Vv, = v+ Va,
m, + m, my + my,
vy =3,

Vieme v$ak vyuzit, ze p; = m,/m; je malé &islo. Ak teda pouzijeme aproximéciu do prvého rédu (iba linedrne
¢leny v parametri p;), tak sa rovnice zjednodusia na tvar

vi=(1-2p)vi +2p1va,
vy =(2=-2p)vi+ (-1+2p1)vy,
vy = V3.

Po druhej zrazke medzi telesami 2 a 3 dostaneme rychlosti v;’, v} a v¥/
v =,

1" mp;—ms , 21’1’13 /
my + Mms my + ms

27’}12 ms — my
o 2y
my + Mms my + ms

Znova vieme vyuZit, Ze p; = m,/m; je malé ¢islo a pouzijeme aproximéciu do prvého rédu (iba linearne ¢leny
v parametri p;). Dostaneme

vy = (=1+2p;)vs + (2 -2p3)v;,

Vgl = 2p3'V£ + (1 - 2p3)V§ .
Ked tieto dosadime pdvodné rychlosti a zanechame iba linearne ¢leny v parametroch p; a ps, tak dostaneme

v = (1=2py)vy +2pyv3,
vy = (=2+2p1+4ps)vi+ (1= 2p1 = 2p3)va + (2= 2p3)vs,
vg/ — 4P3V1 + (_2P3)V2 + (1 - 2p3)V3 .

Vieme to napisat aj vo forme matice ako

v 1-2p, 2p) 0 \(w
vi | = -2+2pi+4ps 1-2p,—2ps 2-2ps |[ v, | (1.L.1)
vy 4p; -2ps3 1-2p3/\vs
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Pokracovanie cez diferencidlne rovnice

Jeden zo sposobov, ako vyriesit tuto maticovd rovnicu, je nasledujuci. Ak sa lep$ie pozrieme na rovnice,
tak si v§imneme, Ze je vhodné si definovat dve nové premenné u, := v; — v, a u3 := v; — v3. Prepisanim do
premennych vy, u; a u3 dostaneme pre zmenu tychto parametrov rovnicu

AVl 0 _2p1 0 Y1
Auz =10 —4p1 - 2p3 2 - 2p3 u
AM3 0 —2p1 - 2p3 —2p3 Us

Tieto zmeny st velmi malé, takZze moZeme o nich uvazovat ako o malych diferencidlnych zmenach, ktoré
nastali za jeden cyklus. Tieto cykly budeme ratat pomocou premennej # a plati An = 1 pre jeden cyklus.
Mozeme teda napisat diferencialne rovnice

AVl N dV1 -
An  dn Piiiz
Au du
An2 N —2 = (=4py - 2p3)uz + (2= 2p3)u3, (1.1.2)
Au du
An3 N d; = (=2p1 = 2p3) s + (~2p3) u3, (1.1.3)

vhodnou linedarnou kombinaciou vzdy vieme previest 2 linearne diferencialne rovnice 1. radu na 1 linearnu
diferencialnu rovnicu 2. radu. Ak urobime derivaciu rovnice 1.1.2 a pridame ku nej linearnu kombinaciu
rovnic 1.1.2 a 1.1.3, tak dostaneme

d? d
d;? =(-4p, - 2P3)———'+(2 2p3)—— u3
du2
+ a[(—4p1 2p3)u2 + (2 2p3)u3 - dn ]+
du3
+ b[(—Zpl 2p3)u2 + ( 2p3)l/l3 dn :|
d2u2

dnz:{a(—4P1—2P3)+b(—2P1—2P3ﬂu2+
+ [a(2 - 2p3) + b(—2p3)]u3+
+(—4p1—2p3—a)%+(2—2p3 b)du?’

du3

Ak zvolime a = 2p;a b = 2 — 2p;, tak ¢leny n; a
iba ¢leny do 1. radu)

- vypadnt a dostaneme rovnicu iba pre u, (ak nechdme

2y

dn +(4p1+4p3)—+(4p1+4p3)u2—

Ide o rovnicu tlmeného harmonického oscilatora
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pre parametre wg = 2\/p1 + p3 a { = /p1 + p5. Nas zaujima, ako vyzera rieSenie pre pociato¢né podmienky
vy = v, Uy = v auz = v. Takisto, zrazZky medzi telesami prestani v momente, ked u, bude prvykrat zaporné,
kedZze vtedy teleso 2 uz nedobehne teleso 1 a nastala posledna zrazka. KedZze ( je malé ¢islo, tak pojde o
kmitanie velmi malo tlmené. Veli¢ina u, bude negativne niekedy pocas prvej periody, preto mozeme tlmenie
zanedbat a pracovat s obyc¢ajnym oscilatorom

dzl/lz
dn?

Aby sme zistili v akom momente kmitania zaciname, tak si vypocitame potencidlnu a kineticku energiu na
zadiatku

+(4p1 +4p3)uy = 0.

d

%(n =0) = v(2—4p — 4ps) & 2v
1

Epot(” = 0) = Ew(z)ug = Z(Pl +p3)V2

2
Exn(n=0) = %(%) =212

Vidime, Ze kineticka energia je omnoho vicsia ako potencidlna energia, takze prakticky cela energia je v
kinetickej forme. Dodato¢ne vieme, Ze rychlost je kladna. To zodpoveda pripadu, Ze za¢iname v rovnovaznej
polohe u, ~ 0 s kladnou rychlostou. Preto riesenie sa da napisat priblizne ako sinusoida

v
uy(n) ¥ ———=sin(2\/p1 + p3n),
VD1t Ps3
kde amplitidu sme ur¢ili z energie pociato¢ného stavu. Sinus bude negativny v polovici periddy, takze

dostaneme
18

Mkoniec = —————.
koniec zm

E$te nesmieme zabudnut, Ze pri jednom cykle nastant 2 zrazky, takze nakoniec pre pocet zrazok N

dostaneme vztah

mims

4
NI -7 my(my +ms)’

¢o je v zhode s vysledok z geometrického riesenia. Ked dosadime funkciu u,(n) do rovnic pre v; a us, tak
dostaneme vztahy aj pre funkcie v;(n) a us(n)

VP3 Vpl
= 2 ,
vi(n) o +p1+p3 cos(2+/p1 + psn)

us(n) = vcos(2\/p1 + p3n) .

N = 2nkoniec =
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Odtial uz vieme dedukovat poévodné rychlosti vy, v, a v;

_Vp3 4!
vi(n) = ot P1 - cos(2+/p1 + psn),

_ Vp3 4! _
vy(n) = o P1 s cos(2\/p1 + p3n) \/71)

_ VP3 Ps3
v3(n) = ot P1 - cos(2/p1 + psn) .

Po dosadeni 1 = nygpiec dostaneme

sin(2+/p; + psn),

v(ps — p1) _ v(my — ms) ’

Vl(nkoniec) =
p1+ P3 my+ ms
14 - vim;—m
VZ(nkoniec) = (p3 pl) = ( . 3) >
p1tps m; + ms
2v 2vm
VS(nkoniec) = Ps = .

pr+ps my+my

Tymto sme overili, Ze rychlosti telies 1 a 3 st spravne. Rychlost telesa 2 vyzera po vSetkych zrazkach rovnako
ako rychlost v;. To je kvoli tomu, Ze v nasej konstrukcii sme uvazovali parny pocet zrazok. Ak by sme
uvazovali neparny pocet zrazok, tak by rychlost telesa 2 na konci zrazok bola v; a teleso 2 by islo za telesom
3 rovnakou rychlostou.

Pokracovanie cez mocniny matice

Maticova rovnica 1.1.1 sa da riesit aj inak. Ak chceme dostat stav rychlosti po 2 zrazkach, sta¢i vynasobit
vektor rychlosti touto maticou. Takze po n cykloch budu rychlosti telies dané rovnicou

vi(n) 1-2p, 2p 0 \"(w(0)
Vz(n) = —2+2p1+4p3 1—2p1—2p3 2—2p3 Vz(O)
vs(n) 4p; -2ps  1-2p3) \v3(0)

Umocnit maticu je vo vSeobecnosti narocné. Existuje na to zauzivany postup. Ak by sa ndm podarilo maticu
previest na diagonalny tvar, tak umocnit maticu je lahké.

n

A 00 A1 0 0
orLo|=[0oAro0
0 0 As 00 A
Ak vieme urobit rozklad matice na nasledujuci sucin
A=U-D-U",

kde U je unitarna matica a D je diagonalna matica, tak umocnenie sa da vypocitat ako

A"=(Uu-pD-UY'=U.-D-U'U-D-U'...U-D-U'=U-D"-U".
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Ak urobime takyto rozklad pre nagu maticu?, tak dostaneme

pl(p1+\/p%+p1ps+p§—p1—pa)

1

p1(—p1+\/p%+p1ps+z>§—p1—ps)

pa(2p1+ps+\/p%+p1ps+p§—p1—p3)

ps(2p1+ps—\/p%+p1ps+p§—p1—ps)

U= ) (p1+ps)(p1+ps—1+\/p%+p1ps+p§—p1—ps) (p1+p3)(p1+p3—1—\/p%+p1p3+p§—p1—ps)

ps(2171+ps+\/p%+p1ps+p§—pn—ps)

ps(2p1+ps—\/p%+p1ps+p§—p1—ps)

1 1 1
1 0 0
D=0 -2\/p}+pips+p2—pi—ps—2p1—2ps+1 0
0 0 2\/P2+pips+ pi—pi—p3—2pi—2ps+1

Vieme vsak, Ze p; a p; su malé ¢isla a preto moZeme zanedbat ¢leny vys$sich rddov. Dostaneme teda

VP + pips+ pE— pi—ps~in/pr+ ps.

A matice sa preto zjednodusia na tvar

_h _pn
U=~|1 Plfﬁs Plflga
~ p3 p3
1 1 1
1 0 0 1 0 0
D = 0 I_Zi\/p1+p3 0 ~ 0 e_Zin1+p3 0
0 0 1+2i\/pi+ps) \0 0  e2VPim
D3 p1p3 J41
pi+ps3 pi+p3 p1+p3
U—l o P3 ___ D3 b3
2(pi+p3)  2(pr1+ps) 2(pr+p3)
p3 D3 p3

T 2(pitps)  2(pi+ps) 2(pritps)

Ak pouzijeme teda pociatoény stav v;(0) = v, v,(0) = 0 a v;(0) = 0, tak dostaneme

vp3 vp1 2i\/p1+p3n —2i\/p1+p3n vps3 vpi
Vl(?’l) Pr+p3 + 2(p1+p3) (6 te ) Piips + Pitps COS(2\ /P11t p31’l)

_ | vps vp1 2iy/Pi¥p3n =2i/prrpsn) | = | VB3 VP
va(n) [ = P1+P3+2(P1+P3)(e TP g 2VPERT) | p1+ps+p1+pscos(zvp1+p3”) ’

va(n vps _ __vp3 2i\/p1psn —2i\/p1+p3n _vbs _ _Vps /
3( ) pi+ps  2(p1+ps) (e te ) prtps  prtps COS(2 2 p37’l)

Touto metédou dostaneme rovnaké vysledky ako cez diferencidlne rovnice, ale rozklad v$eobecnej 3 x 3
matice sa robi ru¢ne naro¢ne bez matematického softvéru. V skutoénosti je toto rieSenie a rieSenie cez
diferencidlne rovnice tzko prepojené. Maticovy zdpis zodpoveda prave sustave linearnych difere¢nych
rovnic (tiez nazyvané rekuren¢né vztahy). Linedrne diferen¢né alinearne diferencidlne rocnice maju rovnaky
tvar rieSenia. Ide vzdy o exponencidly tvaru e}”, kde A st prave hodnoty z diagonélnej matice. Sice v rieSeni
vidime sinusy a kosinusy, to su vak len prezlecené exponencidly pre imaginarne hodnoty A.

sin(An) = zli(e“*" —e7'm)

cos(An) = %(e*“” +e7Am)

Prizndm sa, Ze som musel pouzit matematicky softvér, ked%e na ru¢né pocitanie to uz bolo naro¢nejsie.
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Na zaver mozeme povedat, Ze toto zadanie ma vela réznych rieseni, kde kazdé poskytuje iny pohlad na
ulohu. Kazdé riesenie ponuka int sadu nastrojov na rie$enie uloh. Vyskyt ¢isla 7 v rie$eni sa da pochopit v
geometrickom obrazu (obvod kruhu), ale aj z pohladu riesenia diferencialnej rovnice (dlzka polovice cyklu
funkcie sinus).

1.2 Neutrino na uteku vzorak Lego, opravoval Lego (simon.pajger@trojsten.sk)

Hustota neutrénov

Podla Wikipedie je priemerny polomer neutrénu r = 0,8 fm. Vysta¢ime si s radovym odhadom. Cize ak
napriklad zoberieme, Ze objem pripadajici na jeden neutrén je kocka so stranou a = 2r, tak potom hustota
poctu neutronov je

1

1 1
n=—=—=—=24-10"m=>3.
V a3 8r

Stredna volna drdha

VoIna draha je vzdialenost od jednej zrazky po druhu. Nas zaujima jej priemernd hodnota. Vzdy ked
neutrino prejde vzdialenost dx, tak zinteraguje, pokial je vo valci s vy$kou dx a podstavou ¢ stred nejakého
neutrénu. Takyto valec ma objem dV = ¢ dx a teda pravdepodobnost, Ze sa v tom objeme nachadza stred
neutréonu je dP = n dV = no dx. Ak sa v hom nachadza, tak dojde k interakcii (a my sme dosiahli volnu
drahu neutrénu x). Ak nie, neutrino pokracuje dalej a proces sa opakuje. Dolezité je v§imnut si, Ze neutrino
zinteraguje s rovnakou pravdepodobnostou dP hocikedy pocas drahy, pretoze ta nezavisi na uz prejdenej
vzdialenosti x. Ked sa pozrieme na definiciu exponencidlneho rozdelenia, vidime, Ze to tento proces tomu
presne zodpoveda (konkrétne zodpoveda exponencidlnemu rozdeleniu s parametrom A = no). Potom
mozeme dosadit do vzorca na stredntt hodnotu exponencialneho rozdelenia a mame stredna volnu drédhu

Doba tniku

Za¢neme simulaciou. Tento kdd je pisany v Julii, ¢o je jazyk velmi podobny Python-u, ale bezi vyrazne
rychlejsie. Preto je to podla mna idealny programovaci jazyk pre fyzikov.

using Statistics

R = 10_000.0

R2 = R * R

1=14

N = 300

1s = zeros(N)

for 1 in 1:N
X, V, Z
1_sum =
counter

.0, 0.0, 0.0

n o 1

0
.0
0

while (x*2 + y*2 + z”2) < R2
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counter +=1
11 =1 * (-log(rand()))
1 sum += 11
phi = 2 * pi * rand()
z1 =2 * rand() - 1
x += 11 * sqrt(1 - zi”2) * sin(phi)
y += 11 * sqrt(1 - zi”2) * cos(phi)
z += 11 * z1i
end

1s[i] = 1_sum
end

tR = mean(ls) / 3 / 1e8
Dtr = std(1ls) / 3 / 1e8

Vysvetlime si, ako kdd funguje. Najprv si nastavim nejaké konstanty ako polomer hviezdy R, stredna draha /,
alebo pocet opakovani N. No a potom teda N-krat zopakujem experiment: na zac¢iatku nastavim stradnice
na nuly (stred hviezdy). Potom skontrolujem, ¢i neutrino uletelo z hviezdy (ak sucet §tvorcov jeho stiradnic
je vacsi ako Stvorec polomeru). Teda budem robit kroky dovtedy, kym taka situdcia nenastane. Zostava
vysvetlit, ako spravim jeden krok. V predchadzajucej sekcii sme si povedali, Ze vzdialenost medzi dvoma
narazmi (dlzka kroku) je z exponencialneho rozdelenia so strednou hodnotou 4 metre. To mdzem ziskat
napriklad tak, Ze rozdelenie zintegrujem (ziskam kumulativnu distribu¢na funkciu, jej obor hodnétje 0 az 1),
potom uz len tento vztah invertujem. Vygenerujem (uniformne) ¢islo od 0 do 1 a najdem jemu prislichajicu
hodnotu ndhodnej premennej. Zostava ndhodne urcit smer (¢ize vygenerovat bod na povrchu jednotkovej
gule). Na to je viacero moznosti, ja som vygeneroval nahodny uhol v rovine x-y a ndhodné z uniformne od
-1 po L. Ze toto skuto¢ne funguje, je trocha kontraintuitivne, ale je to tak. Priamo¢iarejsia moznost by bola
vygenerovat 3 ¢isla z Gaussovho rozdelenia so stredom v 0 a vysledny vektor spravne prenormovat na velkost
1. Musim si ukladat jednotlivé prejdené dizky a ked neutrino vyleti, tak si tento sucet ulozim (neriesim, ze Cast
poslednej drahy bude mimo hviezdu, lebo to budd metre, kym celkova draha budd minimélne kilometre).
Nakoniec si z tychto drach zratam priemer a odchylku a oboje vydelim rychlostou svetla, aby som dostal
¢as. Zo simuldcie dostaneme priemerny cas fz = 0,04 s a odchylku o; = 0,03s. E$te som potom vykrelil
distribuciu ¢asov.

20

1 1 1 1
0,02 0,04 0,06 0,08

Obrazok 1.2.1: Hustota pravdepodobnosti casu tiniku.
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Co sa tyka analytickych odhadov: tplne rovnaké sprévanie maju tzv. Castice, ktoré sa spominaju napriklad
v ¢lanku , The statistical physics of active matter: From self-catalytic colloids to living cells“ (arXiv verzia).
Tieto (dolezité je uvedomit si, Ze tu sa uz nebavime o subatomarnych casticiach, ale napriklad o baktériach) st
jednym z prikladov takzvanych aktivnych castic (v ¢lanku sa mozete docitat aj o tych dalsich), ¢o su castice,
ktoré pouzivaju energiu z prostredia na svoj mechanicky pohyb. Nas zaujima efektivna difizna konstanta
takychto Castic, pre ktort spominany ¢lanok udava vzorec

Dy = uvot/d,

kde y, je akysi prevrateny odpor prostredia. Ten je dolezity pre baktérie, ale v pripade neutrina nehra tlohu,
¢ize ho modzeme ignorovat (rozumej polozit rovny 1). Rychlost je prakticky rychlost svetla vy = ¢, ¢as 7= 1/c
je stredny ¢as medzi zmenami smeru a d = 3 je dimenzia. CiZe v nasom pripade dostaneme D, = cl/3.

Potom pre dostato¢ne dlhid ndhodnd prechadzku (¢o my by sme fakt mali mat) je stredna kvadraticka
vzdialenost od pociatku umernd Dt, kde nase neutrino nerobi ziadnu pasivnu difuziu, ¢ize ndm staci zobrat
D = D, a dosadit do vztahu

(r*(t)) =2dDg.t = 2clt.
Odhad ¢asu, za ktory by teda malo nautrino vyletiet z hviezdy, dostaneme jednoducho tak, Ze polozime
(r2(t)) = R? a vyries$ime pre tg

2

t a 0,04
= — = , S.
K7 2l

Tento analyticky odhad sedi's vysledkom, ¢o sme zaskali numericky. Jediny problém s analytickym pristupom
je, Ze som nezvladol vymysliet, ako analyticky spocitat rozptyl tohto ¢asu a to je toto moja oblast vyskumu.’

1.3 Sir Thomson mal pravdu  vzorak Jakub a Janéi, opravoval Janéi (jan.pulmann@gmail.com)

Pozrime sa najprv na samotnu kladne nabitd gulu. Z Gaussovho zakona dostavame, Ze elektricka intenzita
vo vnutri je

kQ

kQLs kQ
R

2
kde Q = ne a k = ;. Potencidl spo¢itame integraciou

E(r) =

= E(r)=

kQr?

U=-
2R

+ C;

normalizdciu C zvolime tak, aby sa U(r) napojilo na potenciél kTQ v r = R. Tato normalizacia znamena, ze v
r — oo je potencial nula, ¢o potrebujeme na vypocty viazobnych energii. Dostdvame

kQR? kQ
R T¢T R
teda

kQ 2
U(r): ﬁ(g}_r_) T'SR,
kQ r>R.

*Jediny odhad, ktory som dostal, je pri pouziti ansatz-u, Ze hustota pravdepodobnosti sa sprava ako te~*'. Tento ansatz je
zaloZeny iba na vizudlnej podobnosti numerickej distribicie. V takom pripade dostaneme, Ze plati 7* = % ~ 0,71. Tento odhad

je v zhode s pozorovanymi premennymi, ale zvoleny ansatz si vyzaduje odovodnenie.
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® s

Celkovu potencidlnu energiu nabitej gule spocitame tak, Ze ju po vrstvach rozoberieme a kazdu vrstvu
posleme do nekone¢na. Dostaneme

R kQE Q
Egua = / . dnr*dr
7 s r IR3
——

———
i " ~——
potencial od zvysku hustota ndboja
gule s polomerom r

3kQ* R, 3 kQ?
= —/ ridr==-——
Ré Jo 5 R

objem tenkej vrstvy,
ktoru prave postivame dooo

Vodik: Najnizsi teda zakladny stav, je pre elektron v centre gule, kedy dostaneme

Evodik_ék_ez_ikez _ 9 kez

5R 2R 10R’

Viac elektrénov: Rozmyslime si, aké mozu byt polohy nabojov r; v rovnovahe. Ak vektorovo spocitame
vsetky sily posobiace na vSetky zaporné naboje, tak sa vzdjomné odpudivé sily vykratia, a dostaneme len

sucet sil od kladne nabitej gule. Celkova sila je teda priamo imerna suc¢tu ), r;,. Kedze v rovnovahe je sila
na kazdy naboj nulova, musi byt sicet poloh vektorov rovny nule

r+---+ry=0.
Inak povedané, tazisko elektréonov musi lezat v strede gule.

(1.3.1)
Napi$me teraz rovnicu na rovnovéhu sil pre elektron 1 (nakreslite si!):
kNer; ke2(r —r;)
R? i3 n-rif
alebo
Nn_ oy A
RN A
kde sme oznacili A;j = r; — r;. Ak pouzijeme 1.3.1, vieme prepisat Nr, ako
Nri=(ri—-r)+(r-r)+---+(rn-ry)
a prepisat rovnicu rovnovahy sil ako
1 1
> Al-(———) =0 (1.3.2)
Sin  \RA
Podobna rovnica plati aj pre ostatné elektrony.

Hélium: Z podmienky 1.3.1 dostaneme, Ze v rovnovahe su elektrony symetricky voci stredu gule. Z rovnice
1.3.2, kde je len jeden ¢len, zase dostaneme, Ze elektrony su vzdialené na vzdialenost R (kazdy vzdialeny od

4ako cibulu
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jadra R/2). Celkova energia hélia je teda

" 3k(2e)*> _2ke? R/2)? ke? 21 ke?
Ehehum: b ( ) ) (3_ ( /2) )+ N - =27 (133)
5 R 2R R R 10 R
N——— ~ N——
energia kladne energia elektrénov vzéjomnd energia
nabitej gule vodi guli elektrénov

Litium: Rovnica 1.3.2 ma dva ¢leny

1 1 1 1
Ap|—= - —=]+Asl=-—]=0.
12(R3 Afz) 13(R3 A?s)
Rozoberieme teraz dve moznosti: bud lezia vSetky tri elektrony na priamke, alebo nie (a tvoria teda
trojuholnik s taziskom v strede gule).

priamka: Predstavme si tri elektrony na priamke. Vieme, ze sucet ich poloh je stred gule. Ak st dva elektrony
na jednej strane od stredu, tak kvoli roznym vzdialenostiam tlacia odpudivé sily od krajnych elektronov
stredny elektron do stredu, kam ho aj taha pritazliva sila nabitej gule.

° | °

Sily su teda nulové len ak je stredny elektrén v strede gule, a z 1.3.1 teda ostatné dva elektrény symetricky
okolo neho. Z rovnovahy sil dostaneme, Ze dva krajné elektrény st vzdialené od stredu r = (3)/*R. Této
poloha vsak nie je stabilna. Ak vychylime stredny elektrén o § kolmo na elektrénovu priamku, tak sila von
ktora na neho pdsobi bude

2— - — - = 2.2_3
rror R3 R’ 5
sila od elektrénov  sila od gule

ke 6 3k€28 ~ kez(S( 12 )

Konstanta v zatvorke je kladna, a teda sila vytlaci stredny elektron dalej.

trojuholnik: V tomto pripade s vektory Aj, a Aj; linedrne nezavislé, a jediny sposob, ako moze 1.3.2 platit
je, ak st koeficienty pred oboma vektormi rovné nule. Dostdavame teda, Ze A}, = Aj3 = R, arovnice rovnovahy
pre ostatné elektrény nam podobne povedia, Ze aj Ay; je rovné R. Elektrony teda tvoria rovnostranny
trojuholnik. Jeho energia je (podobne ako v 1.3.3)

” 3k(3e)? _3ke? R/\/3)? ke? 18 ke?

Ehtlum: hd ( 6) -3 € 3 ( /\/_) + 3i :___e.
5 R 2R R? R 5 R
energia kladne energia elektrénov Vza)e(iirll(rtlféerzlr(l)e‘:,rg1a

nabitej gule vodi guli

Berylium: Rovnica 1.3.2 ma teraz tri ¢leny

1 1 1 1 1 1
Alz(———)‘i‘AB(———)+A14(—__) =0. (134)
R AL R AL R A

Ak nie sui vSetky S$tyri elektrony v rovine, tak tri vektory A s linedrne nezavislé, a preto musia byt vsetky
tri vyrazy v zatvorkach nula. Z rovnic pre ostatné elektrony podobne dostaneme, Ze vsetky vzajomné vzdi-
alenosti su rovné R, a teda elektrony lezia vo vrcholoch pravidelného Stvorstena. Energia tejto konfiguracie
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Je
2 2 2 2
pium _ 3 k(de)? ke (3_£)+ ke ke
5 R 2R 16 R 5 R
—_——— , ——
energia kladne energia elektrénov vzdjomnd energia
nabitej gule vodi guli elektronov

Tu sme vyuzili, Ze ak je vzdialenost vrcholov $tvorstenu R, tak ich vzdialenost od taziska je %R.

Napokon, ak st v$etky elektrony v rovine, potom nemédzeme jednoducho dokazat, ze vietky ¢leny v 1.3.4 st
nula. Nepodarilo sa nam dokazat, ktoré su rovnovazne polohy v tomto pripade (rovnostranny trojuholnik a
$tvorec su zrejmé priklady, ich energie st —4, 72054 ke?/R a —5,14993 ke? /R, ale tieto energie su vyssie ako v
pripade $tvorstena, teda nejde o zakladné stavy). Monte-Carlo simulaciou sme ale skusili vela konfiguracii v
rovine, a najnizsia ndjdend energia bola 5,14 ke?/R (¢o je velmi blizko hodnote energie $tvorcového stavu).

Spoloc¢ny vzorec

Mozeme si vSimnut, Ze konfiguracie jednotlivych atomov (bod, ¢iara, trojuholnik a §tvorsten) maju nieco
spolo¢né. Ide o konfiguracie, ked st vsetky elektrony rovnako vzdialené od stredu a zaroven ¢o najdalej od
seba navzajom. Mozeme pozorovat, ze pri N elektronoch je dimenzia tychto Gtvarov N — 1 (bod je objekt
s rozmerom nula, Ciara je jednorozmernd, trojuholnik dvojrozmerny a $tvorsten trojrozmerny). Presne
povedané su to pravidelné (N — 1)-rozmerné simplexy. Sta¢i ndm o nich vediet, Ze su rovnako vzdialené
od stredu a uhol medzi dvoma polohovymi vektormi je cos(—x ).

Ak mame N elektrénov vo vzdialenosti r od stredu, tak celkova energia atému je

2 2 _ 2
E(N)zék(Ne) _NNke (3—p2)+N(N 1) ke

b
5 R 2R 2 2
R P 2+ N
energia kladne energia elektronov
nabitej gule voci guli vzdjomna energia

elektrénov

kde sme zadefinovali bezrozmernt vzdialenost p = r/R. Ked sa budeme snazit ndjst minimum energie voci
p»> tak minimum dosiahneme pre hodnotu

iE(N):O — p:,/E_
dp 2N

Tato hodnota p zodpoveda prave simplexu, ktorého hrany (vzdialonost 2 elektrénov) je prave R. Hodnota
energie v minime je potom
EWN) = —k—eziN(N +5).
R 20

Tento vysledok sedi s nasimi predchadzajicimi vztahmi. Co sa deje pre vicsie atémy? Nagli sme vieobecny
vztah? Zial, (N - 1)-rozmerny simplex vyzaduje N — 1 rozmerov, takze pri bére (N = 5) uz nemame nazvys
$tvrty rozmer v priestore. Vdaka tomuto dodato¢nému obmedzeniu, mozeme ocakavat, Ze uvedeny vztah
bude dolnym odhadom energie. Vyssie atdmy st vo vSeobecnosti naroc¢nejsie na rieSenie a rieSenia uz
nemusia byt také symetrické. Napriklad pre 5 elektronov (na zdklade numerickej simuldcie) je zdkladna
konfigurdcia trigonalna bipyramida a vzdialenosti elektronov trojuholnikovej podstavy od stredu su trochu
iné oproti vzdialenosti vrcholov pyramid od stredu. Preto pre vyssie atémy sa neda ocakavat pekny uzavrety
tvar rieSenia. O tom, ako velmi naro¢né je najst rieSenie v podobnej tlohe, sa mdzete viac docitat tu.
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