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Zadania 1. kola zimnej Casti
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1.1 Cesta okolo sveta za 80 dni 9 bodov

Samo a Mary pozerali film Cesta okolo sveta za 80 dni a zaujalo ich, aky efekt moze mat $pecialna tedria
relativity na dobu trvania takejto cesty. Nedalo im to, a tak si kazdy vybrali pero a papier a zacali ratat.
Uvazovali cestovatela pohybujticeho sa po rovniku konstantou rychlostou v <« c.

Samo najprv argumentoval, Ze urcite bude tento efekt zanedbatelny, ved rychlosti parnikov boli v 19. storoci
nie zrovna podobné rychlosti svetla. Mary vsak nedalo a ako dlhoro¢na riesitelka FKS tusila, Ze to nebude
také jednoduché. A naozaj, vyslo jej, ze casova dilatdcia bude nenulovd aj pre nekone¢ne pomalého cestova-
tela.

Rozmyslite si, na ¢o Samo zabudol a pomo6zte mu rozlusknut tento problém. Konkrétne, spocitajte velkost
tejto relativistickej casovej dilatacie medzi hodinami, ktoré su cely ¢as umiestnené na tom istom bode na
rovniku a takymi, ktoré sa vydajui na (pomalu) cestu okolo sveta po rovniku rychlostou v. Ukazte, ze vysledok
je nenulovy a v prvom rade nezavisi od rychlosti v.

Ako sa zmeni vysledok, ked trajektéria nebude rovnobezka?

Hint k poslednej casti

Oplati sa pozriet na trajektoriu z ortografickej projekcie so stredom umiestnenym v severnom pole'. Odporii-
Came trajektoriu parametrizovat pomocou uhlov ako zavislost (), kde 8, ¢ majii bezny vyznam ako uhly v
sférickych suradniciach.

1.2 Gravitacia 9 bodov
Mame gravita¢ne viazané teleso, napriklad homogénnu gulu. Asi tusite, Ze na jej rozdelenie na jednotlivé
¢iastocky musime vynalozit urditi energiu, ktorti nazveme gravita¢na vazbova energia. Lenze podla E = mc?
by teda potom hmotnost Zeme mala byt odlisna, ako sucet hmotnosti jej zloziek. Spocitajte o kolko. (Dbajte

aj na znamienko tejto zmeny.)

Je tento vysledok univerzalny, t. j. plati pre rozne tvary homogénneho telesa? Svoje tvrdenie odargumentuijte.

1.3 Odpruzené koryto 9 bodov

Uvazujme sustavu koryta s vodou a pruzinkou zobrazend na obrazku. Koryto na vodu je tvorené z pevnej
steny (vlavo) a pohyblivej nehmotnej steny (vpravo), ktora sa otaca okolo osi O. Ked koryto naplnime vo-

Ihttps://en.wikipedia.org/wiki/Orthographic_map_projection#/media/File:0Orthographic_with_Tissot’s_
Indicatrices_of_Distortion.svg
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dou s objemom V, tieto steny budu zvierat uhol «. Spredu a zozadu je koryto utesnené stenami vzdialenymi
L (dlzka koryta). Vyska pohyblivej steny je R. PruZinka ma nulova pokojovt dlzku pri prazdnom kory-
te, tuhost k a je upevnena na pevnej stene vo vzdialenosti R od osi O a na konci pohyblivej steny tieZ vo
vzdialenosti R od osi O.

N\ k

N
Obrazok 1.3.1: Koryto

1. Pomocou rovnovahy sil najdite vztah medzi uhlom «a a objemom V vody v koryte. Nasledne zistite
maximalny objem V), vody, ktory je koryto schopné udrzat v rovnovahe. V tejto podiilohe predpokla-
dajte, Ze koryto je dostatocne velké na to, aby sa dofi voda zmestila fyzicky.

2. Teraz, pre dany uhol a, geometricky ndjdite objem vody Vp, pri ktorom je koryto naplnené vodou az
po okraj (horny koniec pohyblivej steny).

3. Kedy sa objemy V), a Vp zhoduju, a aka by vtedy musela byt tuhost kjp pruzinky?

4. Do koryta s pruzinou s tuhostou k << kyp prilievame vodu pritokom Q. Predpokladajte, Ze tento
pritok je dostato¢ne maly na to, Ze koryto je vzdy v rovnovahe. Popiste ¢o sa bude diat. Myslite na to,
ze niektoré rovnovazne polohy mozu byt nestabilné.

1.4 Fontana 9 bodov

Sldvny vodotrysk v Zeneve strieka vodu rychlostou okolo 200 kmh~" az do vysky 140 m. Ak ftika lahky vanok
rychlostou 1 ms™, ako daleko od zdroja vodotrysku dopadaji vodné kvapky na hladinu? Predpokladajte, Ze
vodné kvapky s polomerom 1 mm sa sformuju hned pri vystrieknuti vody z ustia vodotrysku, a potom uz
mezi sebou neinteraguju. TaktieZ po celt dobu predpokladajte laminarne pradenie vzduchu okolo vodnych
kvapiek s odporom vzduchu zavislym od rychlosti linearne ako F = —Cv.

1.5 Slnecny panel 9 bodov

Jano si chce namontovat na zahradu slne¢ny panel. Kupil si 10 m? panela, no nebol si isty, pod akym uhlom
si ho ma namontovat. Viete mu poradit?
1. Spocitajte najskor polohu Slnka v priebehu dna 21.03., ak Jano byva v Novych Zamkoch.

2. S pouzitim pocitaca zistite optimalny uhol, pod akym mad Jano namontovat svoj panel, aby vyrobil ¢o
najviac elektrickej energie.
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1.6 Rotacie 12 bodov

Tuhé teleso je nezdeformovatelné, t. j. nemeni svoj tvar. Je to velmi dobra aproximécia mnohych skuto¢nych
telies (kovy, drevo, tvrdé plasty, atd.), lebo pri beznych tlakoch a stresoch je zmena tvaru telesa via¢sinou
zanedbatelna.

V tejto ulohe sa zameriame na rotdcie takychto telies. Uloha je na pokracovanie: prvd cast je v zimnej sérii a
druhd bude v letnej.

Pre popis rotacii telies zacneme zvolenim vztaznej sistavy. Ponutkaji sa nam dve - bud sa budeme na sys-
tém pozerat z inercidlnej vztaznej sistavy s pevnymi siradnicovymi osami danymi jednotkovymi bazovymi
vektormi e} alebo z neinercialnej sistavy spojenej s rotujiicim telesom so stiradnicovymi osami e;(t).>

Vezmime si v§eobecny vektor® A(t), ktory sa moze menit v ¢ase. Ozna¢me jeho stiradnice v inercidlnej
ststave ako (A’(1))icics = (A7(t), AS(t), A5(t)) a podobne pre neinercidlnu sistavu. Potom z definicie plati
A(t) =Y Al(t)e! = Z?ZI Aj(t)e;(t). Jeho ¢asovd derivacia potom je

dA dA] P dAl dei dAl

—=—e€=—e+A—=—e +wxA, 1.6.1

dt  dt 7/ dr e~ dr e (1.6:1)
prestali sme oznacovat ¢asovu zavislost veli¢in pomocou (), kedZe je zjavna z predo§lého odseku. V posled-

nom kroku sme vyuzili, Ze ak teleso rotuje konstantnou uhlovou rychlostou w, plati % = w x e;. Ide o to,

Y L . , .. T da;
Ze bazové vektory neinercidlnej sustavy menia smer, takze zmena zloZiek vektora v inercidlnej sistave —;

s . .. L dA;
nemusi byt rovnakd, ako zmena zloZiek vektora v rotujticej ststave —'.

1. Dosadenim vektora polohy r hmotného bodu (napriklad muchy) ako vektor A a pracovanim len so
stradnicami vektorov, overte, Ze ak v inercidlnej sustave pdsobi na bod sila F, potom Newtonov 2. za-
kon nebude v neinercialnej ststave platit. Ako by sme museli predefinovat silu v neinercialnej sustave,
aby Newtonov zakon platil nadale;j?

Toto je povod odstredivej a Coriolisovej sily a dovod preco sa nazyvaju fiktivne.

2. Majme teleso zlozené z dvoch rovnakych homogénnych hmotnych useciek hmotnosti m pevne spoje-
nych pod pravym uhlom (vid 1.6.1). Takéto teleso moze predstavovat 2D model stolicky. Stolicka je
pevne uchytend uchytend o ty¢ ako na obrazku a okolo tejto tyce rotuje konstantnou uhlovou rychlos-
tou w. Spocitajte odstredivé sily posobiace na dve casti stolicky. Nasledne zistite, akym momentom
sily posobi rotujtca stolicka na ty¢ o ktort je uchytend. Gravitdciu neuvazujte.

2(t) znadi, Ze tieto vektory st funkciou ¢asu (narozdiel od e’), ¢o je ocividné kedZe st spojené s rotujicim telesom.
*Budeme pouzivat kartezidnske osi, a teda v rdmci jednej bazy vietky tri jednotkové vektory st vzdjomne kolmé.
*Napriklad polohu lietajicej muchy v miestnosti
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Obrazok 1.6.1: Stolicka

Moment hybnosti tuhého telesa okolo jeho taziska je
szerpzfrxvdmz[rX(wxr)dm, (1.6.2)

kde r je polohovy vektor od taziska telesa k infinitezimalnemu elementu o hmotnosti dm. Integrél je cez celé
teleso. Teleso rotuje okolo osi prechadzajicej jeho taziskom s okamzitou uhlovou rychlostou w. Z rovnice
1.6.2 sa dd odvodit vztah mezi zlozZkami momentu hybnosti a zlozkami uhlovej rychlosti

L, Jn T2 Ju\[w Jnw; + Jpnw, + Jizws
L=Jw, alebo |Ly|=|Ja Jo Jul||lw:]|=|]aw +Jnw:+ xws|. (1.6.3)
L Ja Jn Jn)\ws Jsiw + J50; + J3303

Kde zlozky tenzoru (matice) momentu zotrva¢nosti J su

2.2

]11=/r2+r3dm, ]122121=—f7172dm,
2,2

fzzsz’3+7’1 dm, ]23=]32=—[1’2r3dm,

J33 = f 7’12 + 7’% dm, Ju=J5=- f rirsdm.

Pre vietky tuhé telesa vSak existuje vztazna sustava, kde nediagonalne zlozky tenzora (matice) momentu
zotrvacnosti (J;;pre i # j) sinulové. V takom pripade volame osi tejto vztaznej sustavy hlavnymi osami telesa
(tieto tri osi si na seba vzdy kolmé). Pre jednoduché telesa st hlavné osi lahko uhadnutelné .. napriklad pre
kvéder su to tri osi pozdlZ jeho strdn. Pre komplikovanejsie telesd ulah¢uje problém néjdenie symetrii, kedze
potom smery hlavnych osi telesa vzdy suvisia s existujicimi symetriami.

3. Aké dve symetrie ma stolicka z podulohy 2? Ako budd smerovat jej tri hlavné osi? Odovodnite svoje
tvrdenie pomocou faktov z predoslého odseku.
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4. Pre stolicku z podulohy 2 spocitajte jej maticu momentu zotrva¢nosti vzhladom k stiradnicovej sustave
danej hlavnymi osami. Ur¢te taktiez vektor momentu hybnosti a aj jeho ¢asovu derivaciu. Ako suvisi
¢asova derivacia momentu hybnosti s momentom sily z ulohy 2?
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