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2.1 Cesta okolo sveta za 80 dni 9 bodov

Samo pozeral Cestu okolo sveta za 80 dni a zaujimalo ho, ako velky efekt moze mat $pecidlna tedria relativity na
dobu takejto cesty. Ku podivu zistil, Ze efekt relativity bude priblizne rovnaky nezdvisle na tom, ako rychlo sa bude
¢lovek pohybovat alebo ako dlho mu bude takato cesta celkovo trvat (ak sa bude pohybovat beznymi rychlostami
19. storocia). Rozmyslite si, preco by to mohlo byt tak a aky jav spolu s relativitou to sposobuje. Spocitajte velkost
tejto relativistickej ¢asovej dilatacie medzi hodinami, ktoré su cely ¢as umiestnené na tom istom bode na rovniku
a takymi, ktoré sa vydaju na (velmi pomalu) cestu okolo sveta po rovniku.

Ako sa zmeni vysledok, ked trajektdria nebude po rovniku?

Hint ku poslednej ¢asti: Oplati sa pozriet na trajektoriu z ortografickej projekcie so stredom umiestnenym v severnom
pole'. Odporicame trajektoriu parametrizovat pomocou uhlov ako zavislost 6(¢), kde 6, ¢ majii bezny vyznam
ako uhly v sférickych siradniciach.

2.2 Vlnky 9 bodov
Uvazujme kvapalinu, pre ktoru plati rovnica kontinuity

op N

Liv. = 0.

5 TV (V)

kde V je rychlost kvapaliny a p je hustota kvapaliny.

1) Za urditych podmienok mézeme definovat tzv. skalarny potencial @, pre ktory plati v = V® a V2® = 0.
Ukazte za akych podmienok tieto rovnice platia.

2) Ak je kvapalina v gravita¢nom poli a ma otvoreny povrch, mozeme pre jej povrch ukazat, ze plati
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povrch

Spocitajte viny na povrchu nekoneénej kvapaliny s nekone¢nou hibkou v homogénnom gravita¢nom poli
(Gravity waves). Ako bonus sa mozete pokusit dokdzat uvedenu rovnicu.

3) Spotitajte viny na povrchu kvapaliny v hranatej nddobe so stenami a, b a s hlbkou /& v homogénnom gravi-
tacnom poli.

1https ://en.wikipedia.org/wiki/Orthographic_map_projection#/media/File:0rthographic_with_Tissot’s_Indicatrices_of_

Distortion.svg
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4) Spocitajte prechadzajicu tlohu s tym, Ze sa jedna o viskéznu kvapalinu v nddobe, ktorou kmitdme v smere
v rovine podstavy nadoby. Na vypocet mdzete pouzit Navier-Stokesovu pohybovu rovnicu
oV 1
— +(V-V)V =——Vp+vWiV.
4

ot

kde ¥ je rychlost kvapaliny, p je tlak kvapaliny, p je hustota kvapaliny a v kineticka viskozita. Je dolezité
si uvedomit ¢o mdzeme v rovnici zanedbat.

2.3 Kvantova mechanika a magnetické pole 9 bodov

Cielom tejto ulohy je vyuzit viacero pokrocilych fyzikdlnych koncepto na spocitanie javu, ktory priblizne pred 60
rokmi zmenil nase chdpanie elektromagnetizmu. Celd tiloha je rozdelend do vela casti, a preto odporiicame hoci aj
Ciastocné riesenia posielat iterativne.

Aharonovov-Bohmov efekt je experimentalne potvrdeny zaujimavy vplyv magnetického pola na nabité castice,
ktory ukazuje, Ze kvantova mechanika ovplyviuje aj bezne pozorovatelny svet. V tejto tlohe popiSeme teériu,
ktora ho vysvetli, v niekolkych skoro tuplne nezavislych podalohach, a na vas ostava vyuzit tento navod na vypocet
efektu. Poduloh je vela, ale preto nie st prili§ tazké a mozete si aj vybrat, ktoré budete riesit.

1. Aharonovov-Bohmov experiment je len upraveny dvojstrbinovy experiment. Mame prepazku - rovinu x =
0 s dvomi $trbinami v bodoch (0, +a/2), lu¢ elektrénov s rychlostou v dopadajici na $trbiny zo vzdialeného
zdroja a tienitko rovnobezne s prepazkou vo vzdialenosti d za nou, vid obrazok TODO. Elektronovy lu¢ je
analogicky svetelnému, hlavny rozdiel je Ze sa nesklada z nenabitych foténov. Spocitajte (kvantovo alebo
pomocou klasickej optiky) zavislost intenzity elektrénového lica dopadajuceho na tienitko od pozicie y na
nom.

2. Pred tienitko pridame cievku s N zavitmi, polomerom R a dlzkou [ > R, ktorou pretekd prud J. Prepazka
je nevodiva a nemagnetickd. Aku zmenu intenzity elektrénového luca na tienitku predpoveda klasicky
elektromagnetizmus a preco?

Popis$me si teraz formalne klasicki EM tedriu. Vo vakuu mame rozlozenu hustotu naboja p a hustotu prudu

- -  — — —

j (j-AS jeprud tecuci malou plochou A § ), ktoré zavisia aj na Case. Elektricka intenzita E a magnetické
—_

pole B su dané Maxwellovymi rovnicami

S Bepe, TxE+28 o0, T B0, TxB-L0E 7
. = 8’ X _— = , . = , X _—_——— = .
pico ot 2 or HJ

Elektrostatiku zjednodusujeme pomocou skalarneho potencidlu ¢, ktory splia —?(p - E.To funguje len
ﬁ

vdaka V x E = 0, ale aj magneticku indukciu vieme vyjadrit pomocou tzv. vektorového potencidlu A
— — —>
ako V x A = B.

3. Upravte Maxwellove rovnice tak, aby namiesto E a B obsahovali vektorovy potencial A avhodne defino-
vany skalarny potencial.

4. Néjdite potencidly pre pripad cievky z podidlohy 2. Os cievky m4 saradnice (x,, y.).
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Interpretacia kvantovej mechaniky je storo¢nym filozofickym problémom. Najbeznejsia, Kodanska inter-
pretacia, pracuje s komplexnou vlnovou funkciou y, ktora popisuje stav systému a nie je priamo meratelna,
ale napr. pre jednu &asticu |y(7)[? uréuje hustotu pravdepodobnosti, e Casticu prave najdeme v bode 7,
a jej ¢asovy vyvoj popisuje Schrodingerova rovnica. Na vysvetlenie tohto efektu sa ale velmi dobre hodi ina
interpretacia cez Feynmanov drahovy integral:

« Uvazujme vSetky moZné trajektorie elektronu v 1a¢i zo zdroja do vybraného bodu na tienitku.

+ Pre kazdu trajektoriu spocitajme integral Lagrangidnu L tohto elektronu pozdlZ nej, teda
S= [ L(7(t), ¥ (t),t)dt, tzv. akciu. Trajektorii priradme véhu e’

« Hustota pravdepodobnosti, ze v tomto bode elektrén namerdme, je priamo umerna | [ €572, kde in-
tegrujeme cez vSetky trajektorie. Vlnovua funkciu teda mozeme definovat aj ako tento integral (s vhod-
nou normalizaénou konstantou).

Vyhodou tohto pristupu je, ze nepotrebuje matematicky aparat bezne pouzivanej kvantovej mechaniky (li-
nearnu algebru) ani vlnovu funkciu - pracujeme iba s Lagrangianom z klasickej mechaniky a integral-
mi komplexnych funkcii. Na druhej strane, pocitat integral cez nekonec¢no trajektorii nie je také lahké
ako o nom hovorit.

Objavilo sa tu ale slovo Lagrangian. To je klucova funkcia v Lagrangeovej mechanike: vSetky pohybové
rovnice mechanického systému su dané Euler-Lagrangeovymi rovnicami
d (OL(V,7,t)\ OL(V,7,t)
dt 81/,- - (9r,-

Tieto rovnice su ekvivalentné Newtonovmu zédkonu sily. Napr. pre pohyb klasického hmotného bodu v po-
tencidli ¢(7), kde F = —?(p, plati (pozor na znamienko pri potencidlil) L = 1m|V|> — (7). Pohyb
elektronu v EM poli je o nieco zlozitejsi, ale Lagrangian prenho vieme tiez zostavit.

5. Najdite Lagrangian elektrénu v EM poli ekvivalentny Lorentzovej sile a vyjadrite ho pomocou EM poten-
cialov.

Pri vypocte drahového integralu pre pohyb castice v prazdnom priestore a potenciali ¢ sa ukazuje, Ze dra-
hovy integral je priamo umerny /", kde S,, je hodnota akcie S zodpovedajuca klasickej trajektorii (je to
tiez minimalna hodnota akcie — Euler-Lagrangeove rovnice st nutnou podmienkou minima pre ¢asovy in-
tegral Lagrangianu zavisiaceho iba na polohe, rychlosti a ¢ase). Dovod je ten, Ze pre klasické trajektorie
je § > h, prispevky k integralu zo vSetkych moznych trajektorii sa prudko menia a nakoniec sa navzajom
vyrusia tak, Ze ostane iba ¢’»/" prendsobené vhodnou konstantou. Tento fakt moZeme vyuzit pri vypocte
podulohy 1 (bez cievky) aj pri zapracovani vplyvu na ¢ase nezavislého magnetického pola.

6. Pomocou drahového integralu vypocitajte, ako sa zmeni intenzita elektrénového lica na tienitku pre pripad
cievky z podulohy 2. Uvazujte iba trajektdrie v rovine obrazka.

V elektrostatike k potencialu mozeme pripocitat skalarnu konstantu bez zmeny fyzikalneho spravania - tzv.
kalibracia.

7. Co mézeme pripocitat k dvojici elektromagnetickych potencidlov? Vieme napr. kazdé EM pole popisat
. —
potencialmi, ktoré splnaja V- A =0? Overte, ze vysledok podulohy 6 nezavisi na kalibracii EM potenciélov.

Ako (nebodovany) bonus sa mozete zamysliet nad ekvivalentnym efektom sposobenym elektrickym polom
namiesto magnetického.
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Matematickd pomdcka: Pocitanie s gradientmi, divergenciami, rotdciami a skaldrnym/vektorovym ndsobenim
vSeobecne v 3D sa dé vyrazne zjednodusit pomocou Kroneckerovho §;; a Levi-Civitovho ;5 symbolu. Siradnice
(indexy) oznacujeme 1, 2, 3 namiesto x, y, z, ¢im ziskame kompaktnejsi zapis. Plati

d;jje 1aki=j,inak 0

gk je 1 ak indexy (i, ], k) st jedna z permutacii (1,2,3), (2,3,1) alebo (3,1,2)
gk je —1 ak indexy (3, /, k) st jedna z permuticii (3,2, 1), (1,3,2) alebo (2,1,3)
giik je 0 ak indexy (i, ], k) nie st permutécia

skalarny sucin VERE 23 Oijuivj

vektorovy sucin W=uUxv sprla w; = ij EijkUjVk

konkrétne pre w = V x v plati w; = 2k 6ijk8%vk(7, t)

6 =3

dajti sa odvodit uzitocné rovnice ako }; €€iim = 8j10km — 0jnOki alebo 3 &,
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