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1.1 Lampion
Edmund sa rozhodol, Ze si zostroji lampion pohanany pevnym liehom a rad by jeho spravanie popisal zjed-

nodusenym fyzikalnym modelom.

K dispozicii ma elasticky bal6n s konstantnym mnozstvom vzduchu o hmotnosti my = 1 kg a tabletu pevného
liehu s hmotnostou m, = 2 g (poc¢iatocna hmotnost paliva). ZvySok konstrukcie ma hmotnost mg = 100 g.
Pevny lieh sa spaluje rychlostou a = 48 gh~! a ma vyhrevnost § = 31 MJkg™!, pricom len # = 60 % uvolneného
tepla sa odovzda vzduchu, ktory je v baléne (predpokladajte, Ze tato vymena tepla sa deje okamzite).

Dalej uvazujte, Ze vzduch sa sprava ako idealny plyn, a Ze okolity vzduch mé rovnaky tlak a teplotu T, = 20 °C
vo véetkych vyskach, kde sa lampion dostane. Merna tepelnd kapacita vzduchu pri konstantnom tlaku je ¢ =
1,0 kJkg='K~1. Odpor vzduchu zanedbajte.

Ak cas zacneme merat v momente zapalenia tablety, pomdzte Edmundovi zistit nasledovné:

(a) Cas ty, ked sa lampién odlepi od zeme a &as ¢, ked sa minie palivo.

(b) Aké st nevyhnutné podmienky, aby sa lampién odlepil od zeme? St splnené pre zadané podmienky?
(c) Rychlost v, = v(#;) avysku h; = h(t,), ked sa minie v§etko palivo.

(d) Grafy zévislosti v(t) a h(t) pre zadané hodnoty a pre vSetky fazy letu.

Pre zjednodusenie vyrazov pouZite nasledovné bezrozmerné parametre: y = #<70m, § = %ﬁc

1.2 Sféricka castica v §pagetach

Hlavnym hra¢om medzi silami na poli nanotechnoldgii zalozenych na nepolarnych molekulach (napriklad
polyméroch) je tzv. disperzna sila. Potencidlna energia tejto pritazlivej sily pre dva atémy zavisi od Siestej
mocniny ich vzdialenosti.

Ked Iudia zistili, ako vyzera energia pre dva atomy — bodové castice, ako spravni fyzici odvodili energiu pre
dve stérické telesa vo vakuu:

E(z R..R ) _ _é 2R1R2 + 2R1R2 +1 z? - (R1 + R2)2
b 6 \z22- (R1 +R2)2 z2 - (R1 —Rz)z z2 - (R1 - R2)2 ’

kde z je vzdialenost ich stredov, Ry a R, ich polomery. A je konstanta charakteristicka pre dvojicu materialov
telies, plati

A= P1P2k>

kde p, je pocet atomov na jednotku objemu materidlu a k konstanta zdvisiaca od typu atomov.

Uloha 1

Podrobnym pohladom na vzorec vyssie zistime, Ze ak by sme nemenili zloZenie, no zdvojnasobili vsetky roz-
mery a vzdialenosti tychto dvoch telies, vysledna energia sa nezmeni. Je tato vlastnost $pecificka pre dve stéry
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alebo plati pre fubovolné tvary telies? Zdovodnite.

Uloha 2

Odvodte potencidlnu energiu gulatej nanocastice s polomerom R vo vzdialenosti d od nekonecnej platne s
hrubkou T, ak spolu interaguju disperzne s konstantou A.

Uloha 3

Odvodte potencidlnu energiu gulatej nanocastice s polomerom R plne ponorenej vo vrstve (platni) polyméru
s hrabkou T'v zavislosti od pozicie ¢astice vo vrstve.

1.3 Venusa

Astronomického nadsenca Kvika minule zaujala nasledujtica otazka. Pri akom uhle od Slnka je Venusa zdan-
livo najjasnejsia? Uvazujte, ze ani jedna z planét nema atmosféru, ich orbity si dokonale kruhové a lezia v
jednej rovine. Venusu povazujte za dokonale matnda.

1.4 Delostrelec

Kim vystrelil z kandna zvislo hore do vysky h nad zemsky povrch. Aky je maximalny teoreticky dostrel Ki-
movho dela (teda vzdialenost po povrchu, kam moze naboj dopadnuit)? Uvazujte nerotujucu gulata Zem bez
atmosféry a trvanie impulzu zanedbajte.

1.5 Maly princ

Pri ¢itani Malého princa sa veduci zamysleli, ako by vyzeral Zivot na jeho planétke. Akd husta by musela byt,
aby na jej povrchu bolo tiazové zrychlenie ako na Zemi, t. j. 1 g? A akd najmensia by mohla byt, aby na jej
povrchu mohol byt tlak 100 kPa pri teplote 300 K, ak predpokladame rovnaké zlozenie atmosféry?

1.6 Wignerov krystal

Z beznej skisenosti sme zvyknuti, Ze pri atmosférickom tlaku vieme dosiahnut fazovi zmenu skupenstva vac-
$iny materialov len vdaka znizovaniu teploty (napr. prechod voda-lad). Pri premene na tuhé skupenstvo sa
usporaduvaju jadra atomov do krystalickej Struktary, valen¢né elektrony okolo jadier a volné elektrony (ak
material nejaké vlastni) sa takmer volne hybu priestorom materialu. Za urcitych podmienok vedia prekvapivo
aj volné elektrony prejst do lokalizovaného usporiadaného stavu, tzv. Wignerovho krystalu.

V tejto FX tlohe budeme $tudovat z teoretického pohladu kus kovu, ktorému vieme urditym experimental-
nym spdsobom znizovat koncentraciu volnych elektrénov, ¢im v konecnom dosledku spustime fazovy prechod
elektronov do Wignerovho krystalu.

Fermiho plocha Makroskopicky homogénny kus kovu budeme modelovat ako plyn elektrénov s danou kon-
centraciou n v kocke s rozmermi L x L x L. Zatial budeme predpokladat, Ze medzi nimi neexistuju elektrostatic-
ké interakcie. Na jadra atémov a gravitaciu na chvilu tiez zabudnime, ¢ize prakticky nam ostal neinteragujuci
elektronovy plyn vo vakuu.

Vdaka periodickej okrajovej podmienke vlnovej funkcie sa v kvantovej mechanike da ukazat, Ze hybnost kaz-
dého elektrénu musi nadobudat len hodnoty:

? = h? = ?(d,b,c),
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kde ¢isla a, b, ¢ st celé ¢isla. Kvantova mechanika takisto hovori, Ze elektrén vlastni spin orientovany bud nahor
1 alebo dole | a Pauliho vyluc¢ovaci princip dodava, ze kazdy elektrén v plyne sa nachadza v roznom stave,
¢iZze md svoju vynimo¢na kombinaciu ¢isel g, b, ¢ a spinu. Inymi slovami, v plyne nenajdeme dva elektrény s
rovnakymi vektormi hybnosti a zaroven rovnakym spinom!

Uloha 1
=2

R . S _1p
Energia volného elektrénu s hybnostou p je e = .

, pricom elektréony budu v snahe minimalizovat celkova
energiu plynu postupne obsadzovat stavy s najniz§ou energiou. V hybnostnom priestore, ktorého osi tvoria

hodnoty zloziek vektora ?, sa takto geometricky vytvori gula, v ktorej vnutri sa nachadzajt len obsadené stavy
a vonku neobsadené. Aky je polomer R takejto gule?

Utvar obsadenych stavov v hybnostnom priestore moze v redlnych situdciach nadobudat rozne tvary (gula
je $pecialny pripad neinteragujiceho volného plynu). Fyzikdlna terminoldgia pre takyto dtvar je Fermiho
plocha.

Uloha 2

Vnutro Fermiho gule je v nasom pripade obrovsky pocet diskrétnych bodov. Kedze koncentrécia elektrénov n
zvykne byt vysoké ¢islo (radovo 10'°> m~2?), mozno siet bodov povazovat za kvazispojita a v rdéznych vypoctoch

pouzit aproximdciu
(2{)32 - [@%.
x

S touto pomdckou vypocitajte celkovi energiu Fermiho gule Ep.

Interagujici Coulombovsky plyn

Vo véeobecnosti si nemdzeme dovolit zanedbat elektrostatické interakcie, ktorymi pdsobi kazdy elektrén na
vSetky ostatné. Ak je ich koncentracia v kove n, kazdému elektrénu vieme priradit jeho mikroskopicky objem
n~1, ktory si pre jednoduchost mozeme predstavit ako gulu s objemom 37ry. Teda typicka vzdialenost medzi
najbliz§imi elektrénmi je ry. Z rozmerovych dévodov mozeme teda tvrdit, Ze typicka kineticka energia na
jeden elektrdn je

h’k*  h?

Bun = —— ~ ——.
Yom omr

Uloha 3

Zhodnotte, ako vplyva koncentrécia elektronov na pomer medzi kinetickou a potencialnou energiou systému.
Priblizne pri akej hodnote 7, nastava rovnost?

Wignerov krystal

Zahrnme teraz do tedrie aj pritomnost kladne nabitych jadier. Najjednoduchsi pohlad na problematiku je
taky, Ze si kladne nabité jadra nepredstavime ako sediace na konkrétnych miestach v priestore, ale ze je ich
naboj rozmazany na pozadi a elektrony v takomto pozadi pldvajii. Pomocou zlozitejsej kvantovej mechaniky
sa da ukazat, Ze pri dostato¢ne nizkej koncentracii n prejde systém interagujuceho elektronového plynu do
krystalického stavu — Wignerovho krystdlu. Elektrony takto zaujali konkrétnu geometriu a kmitaju okolo svo-
jich rovnovaznych poldh. Takuto uvdznenost si vieme predstavit tak, Ze elektrén s nabojom —e kmita v guli s
polomerom ry, ktora je nabitd kladnym nabojom pozadia +e.
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Uloha 4

S akou uhlovou frekvenciou wy kmita Wignerov elektron? Kedze elektrén sa nachadza v stabilnom kvantovo-
mechanickom stave, energia systému elektrén+gula je dana ako:
3 3e?

E=—-hwy— — +E,,
2 8meyry ¢

kde $ E_g $ je elektrostaticka energia kladne nabitej Wignerovej gule.

Uloha 5

Dopocitajte energiu elektrostatickej gule E, a ukdzte, Ze energia systému sa d4 v bezrozmernych jednotkach
napisat ako:
E o P

€ rs E,
kde &5 je Bohrova energia zakladného stavu vodika, r; je rovny pomeru ry/ag a ap je Bohrov polomer zaklad-
ného stavu vodika. Najdite ¢iselné hodnoty bezrozmernych konstant «, f.

Uloha 6

Numericky na pocitaci nakreslite zavislost bezrozmernej energie E/ep od bezrozmernej vzdialenosti r;. Pre
aky pomer ry/ap nastava minimum? Akej hodnote koncentracie elektréonov n* to zodpoveda? Aky je pomer
n*/ng?

Zaverom dodajme, ze uvedeny model je velmi jednoduchy a len v hrubych ¢rtach odraza realitu fazového
prechodu elektrénového systému. Lokalizacia elektronového plynu do krystalickej geometrie fyzikalne inter-
pretujeme ako prechod z kovového stavu (veduceho prud) do izolujuceho (neveduceho pruad). Podla najmo-
dernejsich numerickych simulacii je Wignerov krystal stabilny len pre r; > 106 a jeho vlastnosti su predmetom
otvoreného vyskumu.
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