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1.1 Jurove pravdepodobnosti

Juro pri ceste pozoruje dopravu, ktora prechadza okolo. Autobusy okolo neho prechadzaja v pravidelnych in-
tervaloch kazdych 5 minut. Auté okolo neho prechadzaju nahodne, pri¢om za maly ¢as dt je pravdepodobnost,
ze okolo neho prejde auto d;t , kde 7 = 5 min.

a) Dokazte, ze priemerny pocet aut, ktoré prejdu okolo Jura za jednu hodinu je 12.

b) Akaje pravdepodobnost, ze za ndhodne zvolenych 10 minut okolo Jura prejde presne n autobusov? Aka
je pravdepodobnost, Ze za nahodne zvolenych 10 minut okolo Jura prejde presne n aut?

c) Akéje rozdelenie pravdepodobnosti veli¢iny Agt, ktord je casom medzi dvomi po sebe idicimi autobus-
mi? Aké je rozdelenie tejto veli¢iny A4t pre auta?

d) Ak prideme na cestu v ndhodnom case, aké je rozdelenie pravdepodobnosti veli¢iny s, ktora meria ¢as
do prichodu najblizsieho autobusu? Aké je rozdelenie tejto velic¢iny d4¢ pre auta?

1.2 Gravitacné vlny a ¢ierna hmota

Viditelné casti $piralovitych galaxii, ako napriklad nasej Mliecnej cesty, st dominované plochym rotacnym
diskom. V typickej $piralovitej galaxii, tento disk obsahuje najviac hviezd a plynu. V tejto tilohe budeme pred-
pokladat, ze vsetky objekty v disku $piralovitej galaxiie obiehaju po kruznicovych trajektériach okolo stredu
galaxie a vSetky tieto orbity leZia v jednej rovine.

Merania ukazali, Ze orbitdlna rychlost ako funkcia vzdialenosti od stredu galaxie v(R) vedd k tzv. rotanej
krivke. Mimo najvnutornejsieho stredu galaxii st rota¢né krivky typicky ploché (vid obrazok nizsie). Plo-
ché rota¢né krivky vsak siahaju daleko za oblasti, v ktorych pozorujeme najvicsie mnozstvo viditelnej hmoty,
naznacujuc, ze vacsina hmoty je neviditelna. V tejto ilohu budeme predpokladat, ze vdc¢sina hmoty v gala-
xii pripadd k tzv. sféricky symetrickému dark halo, t.j. je sféricky rozlozena okolo stredu galaxie, ale nie je
viditelna.

Obrazok 1: Ndcrt rotacnej krivky - zdvislosti orbitdlnej rychlosti v(R) ako funkcie R od stredu galaxie.

a) Nech v, je orbitalna rychlost v plochej ¢asti rota¢nej krivky. Néjdite celkovii hmotnost M(R) a hustotu
p(R) dark hala pomocou v, a R.
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Fyzika za dark halami zostava jednou z nevyriesenych problémov stcasnej kozmoldgie. Jednym z navrho-
vanych rieseni je, Ze mozu pozostavat z relativne tazkych kompaktnych objektov, napr. ciernych dier. Tieto
objeky mozu byt detekované tym, ze vytvaraja efekt tzv. gravitacné SoSovky, t. j. ak prejdd popred nejaku
hviezdu v pozadi, svetlo pochadzajuice z tejto hviezdy bude ohnuté. Na to, aby sme v§ak korektne vypocitali
ohyb svetelnych lucov v gravitacnom poli by sme museli pouzit VSeobecnu teériu relativity. V tejto ulohe sa
vsak skromne obmedzime na klasickii Newtonovska mechaniku.

Budeme predpokladat, ze fotény st ,,gulicky” pohybujuce sa rychlostou svetla a ich pohyb sa da opisat kla-
sickou mechanikou. Budeme uvazovat geometriu ako na nasledujicom obrazku. Predpokladajme, ze f6ton
je emitovany hviezdou S a potom prechadza vo vzdialenosti r,;, popred objekt L, ktory sposobi zakrivenie
trajektorie luca, ktory pozoruje pozorovatel O. Ako fotén prechddza popred objekt L ziska rychlost v;,, kolmu
na pociato¢nu drahu luca, ¢im sa efektivne vychyli o uhol & od pdvodnej trajektorie.

Mozete predpokladat, Ze v, je rddovo mensia ako rychlost svetla c, fotén sa pocas celého pohybu pohybuje
prakticky rychlostou svetla a vzdialenosti Dg;, a Dy su radovo vacsie ako 7pyp.

L

Obrazok 2: Ndacrt gravitacného Sosovkovania.

b) Néjdite uhol a ako funkciu hmotnosti objektu L - M; a vzdialenosti 7,,.

Pomocou vypoctov zo Vieobecnej tedrie relativity mozno ukazat, Ze spravny (relativisticky) vztah pre uhol
odklonu je
_4GM;

>
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Ak sa hviezda v pozadi, Sosovkovy objekt L a pozorovatel nachadzaju presne na jednej priamke, tak ohnuté luce
z hviezdy vytvoria tzv. Einsteinov prstenec. Predpokladajte, ze hviedza sa nachaza velmi daleko od objektu L,
t.j. Dg. >> Dy a ohyb svetla nastava okamzite ako svetlo prechadza popred objekt L.

c) Ukaze, ze pri tychto zanedbaniach je uhlovy polomer Einsteinovho prstenca 0y imerny vyrazu

GM;,
Op o<\ —.
DLocz

1.3 Brvno

Cez brvno tvaru valca je prehodeny Spagiat (tak, ze okolo valce opisuje uhol 7), na konci ktorého visi teleso
s neznamou hmotnostou m. Na to, aby teleso nezacalo padat, musime posobit silou aspon F;. Ak chceme
teleso zdvihat, treba posobit silou aspon F, > F;. Urcte neznamu hmotnost zavazia, ako aj koeficient trenia
medzi Spagatom a brvnom.
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1.4 Kuzel

Ada ma pevne uchyteny plast kuzela (bez podstavy) s vrcholovym uhlom 2« a osou rovnobeznou s g tak, ze
vrchol je jeho najniz$im bodom. Po jeho vnutri chce roztocit gul6cku s hmotnostou m, polomerom r a mo-
mentom zotrvaénosti I = (2/5)mr? tak, ze mnozina dotykovych bodov plésta kuzela (body, ktoré niekedy
prichadzaju do kontaktu s gul6¢kou) budu tvorit vodorovnu kruznicu s polomerom L. Mnozina dotykovych
bodov guldcky bude tvorit tiez kruznicu (nie nutne s polomerom r). Aky ma byt tento polomer ak Ada chce,
aby guldcka obehla dookola plasta kuzela za ¢o najkratsi ¢as? Predpokladajte, Ze r je omnoho mensie ako L.

1.5 Vymfzanie

V termodynamike sa hovori, Ze na kazdy stuperi volnosti systému pripadd v priemere energia 1/2kT. Samotné
stupne volnosti sa vS§ak definuju iba vymenovanim, t. j. povie sa, ze

a) jednoatémova molekula plynu (napr. He, Ne, Ar) ma tri stupne volnosti za nezavislé pohyby v smere
0si X, y, Z,

b) linearna molekula plynu (napr N,, O,, H,, CO,; modelujeme ju ako gulocky spojené nehmotnymi pev-
nymi palickami) md dva stupne volnosti navyse za rotacie okolo osi s va¢§im momentrom zotrvacnosti,

¢) nelinedrna viacatdémova molekula plynu (napr. H,O, NH;, CHy; opét sa predpokladaju pevné vizby)
ma stupen volnosti aj za rotaciu okolo tretej osi,

d) na kazdy oscilator pripadaji dva stupne volnosti (jeden za kineticku a jeden za potencidlnu energiu).

Tak v jednotlivych pripadoch je stredna hodnota energia jednej molekuly pri teplote T postupne rovna

a) 3/2kT,
b) 5/2kT,
¢) 3kTa
d) kT.

Tu by sa mal kazdy rozumne zmyslajuci ¢lovek tuknit do hlavy, Ze nieco tu nesedi. Ved molekuly nemaju
pevné vazby! Namiesto toho vSetky atomy kmitaji okolo rovnovaznych poldh. Preco teda neuvazujeme v pri-
pade dvojatémovych molekul aj dva stupne volnosti za kmitanie? A preco jej zakazujeme rotovat okolo tretej
osi? Este zaujimavejsie sa zda byt, Ze experimentalne merané pocty stupnov volnosti ¢asto nie st celé ¢isla
a navyse klesaju so zmensovanim teploty. Posledne uvedeny jav sa nazyva vymrzanie stupnov volnosti. Ludia
jeho podstatu pochopili az po sformulovani kvantovej mechaniky. Vy to mozete skusit tiez. Aby ste problém
vyriesili, vezmite ako fakt Boltzmannov zakon, Ze pravdepodobnost systému nachadzat sa v stave j je tmerna
e B/¥T, kde E; je energia systému v tomto stave. Najprv predpokladajte platnost klasickej fyziky, kde mozu
vsetky diskutované veli¢iny nadobudat spojite [ubovolné hodnoty a presvedcte sa, Ze vtedy naozaj

a) na pohyb v smere kazdej osi pripadd strednd hodnota energie 1/2kT,
b) na rotéciu okolo kazdej z troch osi pripadd stredna hodnota energie 1/2kT,
¢) na harmonicky osciltor pripada stredna hodnota celkovej energie kT.

Z kvantovej mechaniky vsak vyplyva, ze niektoré fyzikalne veli¢iny v niektorych systémoch st kvantované,
zatial ¢o iné nie. Napriklad energia za posuvny pohyb moze byt hocijaka, preto tu vyjde stredna hodnota
energia posuvného pohybu rovnaka ako v klasickej teérii.! Vo zvy$nych uvedenych pripadoch vsak nastanu
nasledovné zmeny:

d) Podla kvantovej mechaniky mdze energia rotujucej palicky s momentom zotrvacnosti I (vzhladom na os

J(J+1)R?

kolmu na palicku) nadobudat diskrétne hodnoty ==;—, kde J st nezdporné celé ¢isla. Kazdej z tychto

'V skuto¢nosti existuju delikdtne pripady, ked ani toto tvrdenie nie je celkom pravdivé. Prikladom je vymfzanie pohybu v sup-
ratekutom héliu (pri teplotach pod 2,17 K)
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energii pritom zodpoveda 2] + 1 roznych stavov. Numericky zistite, ako zavisi stredna hodnota rota¢nej
energie na teplote a urcte, pri akej teplote dochadza k vymfzaniu rota¢nych stupnov volnosti.

e) Podla kvantovej mechaniky mdze energia oscilatora s uhlovou frekvenciou w nadobudat diskrétne hod-
noty (n + %) hw kde n je opdt nezaporné celé ¢islo. Exaktnym vypoctom zistite, ako zavisi stredna hod-
nota energie oscilatora od teploty a zistite, pri akej teplote dochadza k vymfzaniu oscila¢nych stupnov

volnosti.

1.6 Petove zrazky

Mame dva zvazky castic letiace oproti sebe. V kazdom z nich je hustota ¢asic na jednotku objemu » a kazda
¢astica ma rychlost velkosti v rovnobeznu so svojim zvizkom, teda pozdlZ osi x. Plocha prierezu kazdého
zvazku je S. Oba zvizky sa stretnt v ¢ase 0 s v mieste 0 na x-ovej osi. Ak sa dve protiiduce castice, lopticky
s polomerom r zrazia, rozptylia sa takmer s istotou tak, ze opustia zvdzok (stredna volna draha castic je vacsia
ako hrubka zvizku). Kazda ¢astica sa preto moze zrazit nanajvys raz. Ozna¢me teraz pocet zrazok za jednotku
Casu, ku ktorym dojde v mieste (x, x + dx), ako f(x)dx. Néjdite funkciu f{x) po dostatocne dlhom ¢ase, ked sa
situdcia ustali.
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